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第1章 序論

現代テクノロジーにおいて、GaAs半導体やMOSFET半導体に代表さ

れる半導体素子は必要不可欠な要素である。その重要な物理的諸性質に

は半導体中に形成される 2次元平面に閉じ込められた電子多体系のダイナ

ミクスによって決められているものが多い。その中でも、von Klitzingが

MOSFET半導体の 2次元電子系で発見した整数量子ホール効果は量子論

の根幹に関わる問題を含み、現代物理学の広い分野で注目を集めることに

なった [1]。整数量子ホール効果の理論的研究は、多くの研究者によって

行われてきた [2–6]。しかし、実験を定量的に説明できる理論はBaraffと

Tsuiによって提唱されToyodaによって発展させられたElectron Reservoir

Model (ERM)だけである [7–10]。ERMでは、対象とする 2次元電子系

の外に電子溜 (Electron Reservoir, ER)の存在を考えるため、電子系の電

子数とその熱力学的共役変数である化学ポテンシャルの扱いについて統

計力学的に厳密な扱いが可能となる。ERMによれば、整数量子ホール効

果の実験で直接制御されている熱力学変数は電子数ではなく化学ポテン

シャルであって、2次元電子系の電子数密度は期待値として取り扱わな

ければならない。この ERMは、整数量子ホール効果の実験を非常によ

く説明することに成功した。しかし、BaraffとTsuiによる不純物準位が

ERを構成するという主張の実験的確認はできず、ERの実体が何である

かという疑問は整数量子ホール効果理論における深刻な未解決問題とし

て残されてきた。これを解決し、整数量子ホール効果の理論を完成させ

たのが、2008年から 2013年にかけて発表されたToyodaによる理論であ

る (図 1.1、図 1.2参照) [11–14]。 この Toyoda理論を裏付ける重要な実
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図 1.1: 量子化されたホール抵抗
太線が理論、細線が実験である。
本図は文献 [13]より引用した1。

図 1.2: マグネトプラズモン振動数に現
れるプラトー　太線が理論、点は実験で
ある。本図は文献 [14]より引用した2。

験が存在する。2004年Holland等は強磁場下 2次元電子系におけるマグ

ネトプラズモンの分散関係に現れるプラトーを発見した [15]。しかし、そ

のメカニズムは未解決のまま残されていた。Holland等は、彼らが発見し

たマグネトプラズモン分散関係プラトーと整数量子ホール効果の間には

密接な関係があるだろうとの予想を述べていた。実際この現象はToyoda

理論で完璧に説明でき、量子ホール効果と密接に関係している (図 1.2参

照) [14]。Holland等の実験をToyoda理論で説明するためには強磁場下 2

次元電子系におけるマグネトプラズモンの分散関係を解析的に求める必

要があり、HiraiwaとToyodaによって計算が始められた。この計算の完

成と得られた結果の詳しい検討が本研究の目的である。本論文では強磁

1The magnetic induction dependence of the quantum Hall resistivity of graphene
two-dimensional electronsystem, Kazuhiro Yamada,Tomohisa Uchida, Jun Iizuka,
Maho Fujita, Tadashi Toyoda, Solid State Communications, 155 (2013) 79-81, Copy-
right@2012 Elsevier Ltd.

2Difference Between Far-Infrared Photoconductivity Spectroscopy and Absorption
Spectroscopy: Theoretical Evidence of the Electron Reservoir Mechanism, Tadashi
Toyoda, Maho Fujita, Tomohisa Uchida, Nobuyoshi Hiraiwa, Taturo Fukuda, Hideki
Koizumi, and Chao Zhang, PHYSICAL REVIEW LETTERS, Vol. 111, 086801
(2013), Copyright@2013 American Physical Society
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場下 2次元電子系におけるマグネトプラズモンの分散関係を解析的に求

める。電子多体系におけるプラズモンの分散関係を計算する方法は幾つ

かあるが [16–28]、本研究では、Toyodaによる自己無撞着線形応答近似

を用いる [29–33]。この理論は正準形式による場の理論 [34–38]に基づい

ており理論の整合性、解析的な扱いやすさ等で他の理論形式よりも格段

に優れているからである。

次に本論文の構成について述べる。第 2章では、まず 2次元電子系の

具体例について述べる。次に 2次元電子系に関する第二量子化の方法を

概説し、さらに第二量子化された 2次元電子系のハミルトニアンについ

て議論する。最後に Semenoffモデルを用いたグラフェンのハミルトニア

ンを紹介する [39]。

第 3章では第二量子化された電子場演算子を用いて 2次元電子系の電

子密度の線形応答について議論する。ハイゼンベルグ描像における電子

場演算子のダイナミクスに基いて一般的な線形応答公式を導く理論を展

開する。得られた線形応答公式を強磁場下 2次元電子系に適用するため

に、強磁場下 2次元電子系の電子場演算子を用いて電子数密度応答関数

を定義する。

第 4章ではマグネトプラズモンの分散関係を導出する。まず自己無撞

着線形応答理論を強磁場下 2次元電子系について構成する。次に第 3章

で定義した強磁場下 2次元電子系の電子数密度応答関数を用いて自己無

撞着線形応答方程式を導く。この方程式の解はマグネトプラズモンの分

散関係を解析的に与える。強磁場下 2次元電子系の電子数密度応答関数

のフーリエ展開を用いて、自己無撞着線形応答方程式を解き、マグネト

プラズモンの分散関係を求める。

第 5章では、得られたマグネトプラズモンの分散関係の妥当性を検討

するために実験と比較する。比較する実験結果は、Batke等によるマグネ

トプラズモン振動数の磁場依存性に関するプロットである [40]。我々は

第 4章で得たマグネトプラズモンの分散関係を実験結果と同一のグラフ

上にプロットし比較した。結果、本研究で導いたマグネトプラズモンの

分散関係は強磁場領域において実験結果をよく説明することに成功した。

また、理論と測定結果にずれが生じる磁場の大きさについても波数依存

性を定性的に示し、理論の実験への適用に一定の基準を示すことに成功
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した。

第 6章では本研究の総括と今後の展望を述べる。本研究では Batke等

の実験結果を定量的に説明することに成功した。また、マグネトプラズ

モン分散関係におけるフェルミ分布の存在を解析的に示す式を導くこと

に成功した。これは 2次元電子系マグネトプラズモン分散関係に現れる

プラトー理論の基礎となる式を与える。von Klitzingが発見した整数量子

ホール効果の理論的解明は今日の固体電子論で最も重要な問題の一つで

あるが、数多いモデルの中で定量的に説明できる唯一の理論はERMであ

る。本研究は、ERMをマグネトプラズモン分散関係の実験結果と直接比

較する際に不可欠な理論式を導くことに成功した。量子ホール効果だけ

でなく、強磁場下の半導体やグラフェンにおける 2次元電子系とレーザー

等の電磁波との相互作用の実験的および理論的研究を進める上で、本研

究で導いたマグネトプラズモン分散関係は重要な役割を演じてゆくこと

が期待される。
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第2章 2次元電子系の量子多体論

AlxGa1−xAs-GaAsヘテロ構造等で実現される 2次元電子系は多くの研

究者により積極的に研究がなされている [16, 41–49]。特に重要な現象と

して、強磁場下に置かれた 2次元電子系で観測される整数量子ホール効

果がある [1, 50]。整数量子ホール効果は ERMを用いることで説明され

る [7–10, 12]。また、2次元電子系のプラズモンについても多くの実験や

理論的研究が行われている [15–28,40]。本章では、まず、代表的な 2次元

電子系を紹介する。次に、量子多体系を取り扱う場合に便利である第 2量

子化の方法を用いて、強磁場下 2次元電子系のハミルトニアンを導出す

る。最後にグラフェンについて議論する。

2.1 2次元電子系の例

我々の研究対象である 2次元電子系は主に半導体内に形成される。本

節では代表的な 2 次元電子系を形成する構造の例として、MOS 構造、

AlxGa1−xAs-GaAsヘテロ構造、グラフェンを紹介する。MOS構造及び

一般的な 2次元電子系の電気特性の詳細はAndo等によってレビュー [51]

が書かれているため、ここでは簡単な紹介と定性的な議論のみを行う。

MOS構造

まずMOS構造上に形成される 2次元電子系を紹介する。最も一般的な

MOS(Metal-Oxide-Semiconductor)構造は、ゲート電極として金属(Metal)、

絶縁体として酸化膜 (主に酸化シリコン)(Oxide)、半導体 (主にシリコン)(Semi-

conductor)の 3層からなる。今、半導体として p型半導体について考え

る。このときゲート電極に正の電圧を印加すると、半導体の酸化膜-半導

体接合面付近では空乏層が形成される。更に電圧を大きくすると、電子
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は酸化膜-半導体接合面付近に集まる。これが 2次元電子系である。MOS

構造上に形成される 2次元電子系の特徴として、電子数密度をゲート電圧

によってコントロールすることが容易であることがいえる。またMOS構

造はその作製の容易さ、及び主にシリコンによって作られることによるコ

ストの低さから実用上非常に重要である。実際MOS構造を用いた電界効

果トランジスターであるMOSFETは重要な回路素子の一つである [52]。

HEMT構造

次にAlxGa1−xAs-GaAsヘテロ接合によって作られるHEMT(High Elec-

tron Mobility Transistor)構造について紹介する。最も簡単なHEMT構造

は、半絶縁体基盤上に高純度のGaAs及びAlxGa1−xAsを成長させAlxGa1−xAs

に電子供給源としてSiをドープしゲート電極をとりつけたものである。こ

のときAlxGa1−xAs-GaAs接合面のGaAs側において伝導電子のバンドが

フェルミエネルギーを下回る現象が確認される。これは量子井戸と呼ばれ

ている。AlxGa1−xAs-GaAs接合ではAlxGa1−xAs側からこの量子井戸へ

電子が落ち込むことによりGaAs上部に 2次元電子系が形成される。この

2次元電子系の特徴として、2次元電子系が形成される位置が電子供給源で

あるAlxGa1−xAsの不純物 (Si)から離れているため、不純物による散乱を

受けにくく、電子移動度が非常に高い。このことからHEMTもMOSFET

同様に実用上非常に重要な回路素子であり、高速スイッチング素子等に

用いられる [53]。本論文では、一般的な 2次元電子系のマグネトプラズ

モンの分散関係を導出し、その妥当性を調べるため、AlxGa1−xAs-GaAs

境界面に形成される 2次元電子系における実験結果 [40]と比較した。

グラフェン

最後に、グラフェンを紹介する。グラフェンは炭素の単結晶の 1つで

ある。炭素結晶の同素体にはダイヤモンドや黒鉛 (グラファイト)等があ

るが、黒鉛は層構造を持つことが知られており、この内の 1層のみを取

り出したものを特別にグラフェンと呼んでいる。グラフェンは 2004年に

NovoselovとGeimによってグラファイトから剥離された [54]。グラフェ

ンの構造は、ハニカム構造と呼ばれる正六角形を平面的に敷き詰めた格
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子点を持つ。グラフェン上で実現される電子系は原子一個分の厚さを持

つ 2次元電子系となる。ハニカム格子上で形成される 2次元電子系の理論

的研究は、グラフェン発見以前から行われており、Wallaceはタイトバイ

ンディングモデルを用いたバンド構造の研究から、ハニカム格子上にお

ける 2次元電子系はブリルアンゾーンの各頂点でバンドギャップが零とな

ること、さらに低エネルギーにおいてエネルギーバンドが線形スペクト

ルで近似できることを発見した [55]。このような線形スペクトルは、相対

論的な電子に見られる特徴である。実際 Semenoffは、最隣接近似を用い

たタイトバインディングハミルトニアンが、線形近似されたエネルギー

バンド領域で、零質量ディラック型になることを示した [39]。このことか

ら、ブリルアンゾーンの各頂点はディラックポイントと呼ばれ、その付近

のエネルギーバンドはディラックコーンと呼ばれている。また、この特

異な性質を持つ電子場を零質量ディラックフェルミオンと呼ぶ [56]。しか

し、これはあくまで線形近似の結果であって、相対論とは無関係である。

この零質量ディラックフェルミオンは、異常量子ホール効果として観測

された [56,57]。グラフェンの整数量子ホール効果については、Toyodaに

よって導入されたERMを用いて理論的に説明されている [12]。ディラッ

クフェルミオンの存在によりグラフェンは他の半導体材料とは全く異な

る特性を持つため、非常に多くの研究がなされており、レビューも書か

れている [58–60]。

2.2 第2量子化

物質を構成する粒子は、自身が持ちうるスピンの値によって 2種類に

分類される。一つはスピンの値が h̄の整数倍となるボソン、もう一つは

半奇数倍となるフェルミオンである。電子はスピンの値として h̄/2を持

つフェルミオンである。よって、我々が対象とする 2次元電子系はフェル

ミオンからなる同種粒子多体系である。同種粒子多体系の量子力学では、

量子力学特有の性質が現れる。それは個々の粒子の判別不可能性である。

量子力学において、粒子を判別するための情報は粒子の量子力学的状態

以外にはない。さらに、多体系を構成する粒子がフェルミオンであると

き、パウリの排他律が適用される。これは、2つ以上のフェルミオンが同
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一の量子力学的状態を占めることができないというものである。この様

な同種粒子多体系を取り扱う方法として第 2量子化の方法を用いると便

利である [61–67]。

2.2.1 スレーター行列式

N個の電子からなる量子多体系について考える。N粒子系を構成する

各電子を iでラベル付けすると、 N 粒子系のハミルトニアン Hは、

H = H(0) + H(e−e) (2.1)

と書ける。但し、H(0)とH(e−e)は

H(0) =
N∑

i=1

H(ξi) , H(e−e) =
1

2

∑
i,j

V (|xi − xj|) (2.2)

である。ここで、 H(ξi)は適当な 1粒子ハミルトニアン、 V (|xi − xj|)
は粒子間相互作用である。変数 ξi は粒子 iについての空間座標 xi 及

びスピン αi の組 ξi = (xi, αi)である。このとき N 粒子系の状態空間

は、1粒子系の状態空間の積で表される。これは N 粒子系の波動関数

Φζ1,ζ2,··· ,ζN
(ξ1, ξ2, · · · , ξN)が 1粒子系の波動関数 φζi

(ξi)の積

ΦA
ζ1,ζ2,··· ,ζN

(ξ1, ξ2, · · · , ξN) = φζ1(ξ1)φζ2(ξ2) · · ·φζN
(ξN) (2.3)

で展開されることを意味する。ラベル ζiは粒子 iの量子力学的状態を表

す量子数である。1粒子系の波動関数 φζi
(ξi)として固有方程式

H(ξi)φζi
(ξi) = Eζi

φζi
(ξi) (2.4)

を満たすものを用いるならば、ΦA
ζ1,ζ2,··· ,ζN

(ξ1, ξ2, · · · , ξN)はハミルトニア

ン Hの一つの固有関数である。

ここで、同種粒子系の波動関数が満たすべき条件について考察する。

量子力学では、同種粒子は量子力学的状態のみによって判別される。そ

のため同種粒子系では個々の粒子を区別することができない。これは粒

子に付けられたラベル iを付け替えても観測される物理量が同一である
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ことを意味している。実際にハミルトニアン Hはラベル iの交換に不変

である。ハミルトニアン H の一つの固有関数 ΦA
ζ1,ζ2,··· ,ζN

(ξ1, ξ2, · · · , ξN)

について考える。ハミルトニアン H がラベルを付け替えても不変であ

るから、固有関数 ΦA
ζ1,ζ2,··· ,ζN

(ξ1, ξ2, · · · , ξN)及びラベルを付け替えた関数

ΦA
ζ1′ ,ζ2′ ,··· ,ζN′ (ξ1′ , ξ2′ , · · · , ξN ′)は同一の固有値に属する。ラベルの付け替え

操作は N !通りあるため、同一の固有値に属する固有関数も N !個あるこ

とがわかる。ラベルの付け替え操作に対して固有関数に

ΦA(· · · , ξj, · · · , ξi, · · · ) = −ΦA(· · · , ξi, · · · , ξj, · · · ) (2.5)

を課す。この条件を用いると、規格化されたハミルトニアンの固有関数は

Φζ1,ζ2,··· ,ζN
(ξ1, ξ2, · · · , ξN) =

1√
N !

det


φζ1(ξ1) φζ1(ξ2) · · · φζ1(ξN)

φζ2(ξ1) φζ2(ξ2) · · · φζ2(ξN)
...

...
. . .

...

φζN
(ξ1) φζN

(ξ2) · · · φζN
(ξN)


(2.6)

となる。記号 det[A]はAの行列式である。これはスレーター行列と呼ば

れている。スレーター行列において、2つ以上の粒子が同一の量子力学的

状態をとると Φ = 0となる。これはパウリの排他律を満たしている [66]。

2.2.2 占拠数表示

同種粒子が区別できないことを考慮し、各粒子にラベル付けすること

をやめ、 N 粒子系の粒子がとりうる各 1粒子状態にラベル付けする。さ

らに、ラベル付けされた各 1粒子状態を占めている粒子の個数である占

拠数 nζi
を導入する。電子多体系の場合、パウリの排他律から占拠数の

値は

nζi
=

1

0
(2.7)
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をとり、系の全粒子数は

N =
∞∑
i=1

nζi
(2.8)

で表される。 N 粒子系の状態は占拠数の組 (nζ1 , nζ2 , · · · , nζ∞)によって

表されるから、 N 粒子系の状態空間の基底として

|nζ1 , nζ2 , · · · 〉 (2.9)

ととることができる。ここで、 N粒子系の各 1粒子状態
{

φnζj
(ξi)

}
が完

全正規直交系であるとき、状態空間の基底 |nζ1 , nζ2 , · · · 〉は正規直交条件〈
n′

ζ1
, n′

ζ2
, · · · nζ1 , nζ2 , · · ·

〉
= δn′

ζ1
nζ1

δn′
ζ2

nζ2
· · · (2.10)

を満たす。この状態の表現は全粒子数N に関する制限がない。このよう

な多粒子系の状態の表現を占拠数表示と呼ぶ。占拠数表示を用いれば多

粒子系の波動関数を

Φnζ1
,nζ2

,···(ξ1, ξ2, · · · ) = 〈ξ1, ξ2, · · · nζ1 , nζ2 , · · ·〉 (2.11)

と書き表せる。これを用いると N 粒子系の各 1粒子状態を

φnζj
(ξi) =

φζk
(ξi) (nζj

= 1)

1 (nζj
= 0)

(2.12)

と書き表せる。また、 N 粒子系の波動関数は、系の全粒子数が N =∑∞
i=1 nζi

で表されるという条件の下で、スレーター行列

Φnζ1
,nζ2

,···(ξ1, ξ2, · · · ) =
1√
N !

det


φnζ1

(ξ1) φnζ1
(ξ2) · · · 　φnζ1

(ξ∞)

φnζ1
(ξ2) φnζ2

(ξ2) · · · 　φnζ2
(ξ∞)

...
...

. . .
...

φnζ∞
(ξ1) φnζ∞

(ξ2) · · · 　φnζ∞
(ξ∞)


(2.13)

で表される。
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2.2.3 ハミルトニアンの行列要素

占拠数表示を用いた N 粒子系の状態ケットによって、ハミルトニアン

の行列要素を表すことができる。 式 (2.2)で与えられた 1粒子座標のみ

に作用するハミルトニアン H(0)について、 N 粒子系の粒子の状態を ζi

から ζjに変えるような行列要素を書き下す。フェルミオンではパウリの

排他律より、始状態は
∣∣· · · , nζi

= 1, · · · , nζj
= 0, · · ·

〉
であり、終状態は∣∣· · · , nζi

= 0, · · · , nζj
= 1, · · ·

〉
となるから、行列要素は〈

· · · , nζi
= 1, · · · , nζj

= 0, · · ·
∣∣ H(0)

∣∣· · · , nζi
= 0, · · · , nζj

= 1, · · ·
〉

=

∫
dξ1 · · · dξ∞Φ··· ,nζi

=1,··· ,nζj
=0,···(ξ1, ξ2, · · · )

×

{
N∑

i=1

H(ξi)

}
Φ··· ,nζi

=0,··· ,nζj
=1,···(ξ1, ξ2, · · · ) (2.14)

である。スレーター行列 Φ··· ,nζi
=1,··· ,nζj

=0,···(ξ1, ξ2, · · · )を nζi
列について、

Φ··· ,nζi
=0,··· ,nζj

=1,···(ξ1, ξ2, · · · )を nζj
列について展開し積分を実行すると、

〈
· · · , nζi

= 1, · · · , nζj
= 0, · · ·

∣∣ H(0)
∣∣· · · , nζi

= 0, · · · , nζj
= 1, · · ·

〉
= (−1)

Pj−1
k=i+1 nζkHij (2.15)

を得る。ここで、

Hij =

∫
dξφ∗

nζi
(ξ)H(ξ)φnζj

(ξ) (2.16)

とした。積分記号は
∫

dξ =
∑

α

∫
d3xとした。同様に〈

· · · , nζi
= 0, · · · , nζj

= 1, · · ·
∣∣ H(0)

∣∣· · · , nζi
= 1, · · · , nζj

= 0, · · ·
〉

= (−1)
Pj−1

k=i+1 nζkHij (2.17)
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を得る。また対角要素は

〈nζ1 , nζ2 , · · · |H(0) |nζ1 , nζ2 , · · · 〉 =
∞∑
i=1

nζi
Hii (2.18)

となる [66]。

2.2.4 生成消滅演算子

1粒子状態 ζiにある粒子を消す演算子 ĉζi
及び 1粒子状態 ζiに粒子を生

み出す演算子 ĉ†ζi
を導入する。即ち、 N粒子系の状態に作用させたとき、

ĉ†ζi
|nζ1 , nζ2 , · · · 〉 =

|· · · , nζi
= 1, · · · 〉C1 (nζi

= 0)

0 (nζi
= 1)

(2.19)

ĉζi
|nζ1 , nζ2 , · · · 〉 =

0 (nζi
= 0)

|· · · , nζi
= 0, · · · 〉C2 (nζi

= 1)
(2.20)

となる演算子 ĉζi
及び ĉ†ζi

を導入する。 ĉζi
を消滅演算子、 ĉ†ζi

を生成演算

子と呼ぶ。式 (2.15)(2.17)で得た行列要素から係数 Cは

C1 = C2 = (−1)nζ1
+nζ2

+···+nζN (2.21)

となる。また、演算子

n̂ζi
= ĉ†ζi

ĉζi
(2.22)

を導入し、 N 粒子系の状態に作用させると、

n̂ζi
|nζ1 , nζ2 , · · · 〉 = |nζ1 , nζ2 , · · · 〉nζi

(2.23)
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となる。これは占拠数 nζi
を固有値に持つ固有方程式であるから、 n̂ζi

は

数演算子である。さらに、生成消滅演算子は反交換関係

ĉζi
ĉ†ζj

+ ĉ†ζj
ĉζi

= δij (2.24)

ĉζi
ĉζj

+ ĉζj
ĉζi

= 0 , ĉ†ζi
ĉ†ζj

+ ĉ†ζj
ĉ†ζi

= 0 (2.25)

を満たすことがわかる。また、 N 粒子系の状態が

|nη1 , nη2 , · · · 〉 = |· · · , nζ1 , · · · , nζ2 , · · · , nζN
, · · · 〉 (2.26)

であるとき、生成演算子 ĉ†ζi
を用いて、

|· · · , nζ1 , · · · , nζ2 , · · · , nζN
, · · · 〉 = ĉ†ζN

· · · ĉ†ζ2 ĉ
†
ζ1
|0〉 (2.27)

と書ける。ここで、 |0〉は粒子が 1つも無い状態を表し、真空と呼ばれ

ている。このような性質を持つ生成消滅演算子を用いれば全粒子数演算

子を

N̂ =
∞∑
i=1

ĉ†ζi
ĉζi

(2.28)

と書ける。ハミルトニアンの 1粒子演算子の項は

H(0) =
∑
i,j

Hij ĉ
†
ζi
ĉζj

(2.29)

と書ける。同様に 2粒子演算子の項についても

Ĥ(e−e) =
1

2

∑
ijkl

vijklĉ
†
ζi
ĉ†ζj

ĉζk
ĉζl

(2.30)

と書ける。ここで、vijklは

vijkl =

∫
dξ

∫
dξ′φ∗

nζi
(ξ)φ∗

nζj
(ξ′)V (x,x′)φnζk

(ξ′)φnζl
(ξ) (2.31)

である [66]
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2.2.5 場の演算子

演算子 ĉζi
、 ĉ†ζi

は 1粒子状態 ζiについての生成消滅演算子であったが、

座標について定義することもできる。これを場の演算子と呼び、

ψ̂(ξ) =

∫
dξĉζi

φnζi
(ξ) (2.32)

で定義する。場の演算子の交換関係は、生成消滅演算子 ĉζi
、 ĉ†ζi

の交換

関係より、

ψ̂(ξ)ψ̂†(ξ′) + ψ̂†(ξ′)ψ̂(ξ) =

∫
dξ

∫
dξ′

{
ĉζi

ĉ†ζj
+ ĉ†ζj

ĉζi

}
φnζi

(ξ)φ∗
nζj

(ξ′)

= δ(ξ, ξ′) (2.33)

ψ̂(ξ)ψ̂(ξ′) + ψ̂(ξ′)ψ̂(ξ) = ψ̂†(ξ)ψ̂†(ξ′) + ψ̂†(ξ′)ψ̂†(ξ) = 0 (2.34)

となる。場の演算子 ψ̂(ξ)を用いれば、全粒子数演算子は

N̂ =

∫
dξψ̂†(ξ)ψ̂(ξ) (2.35)

となる。さらに、ハミルトニアンの 1粒子演算子の項は

Ĥ(0) =

∫
dξψ̂†(ξ)H(ξ)ψ̂(ξ) (2.36)

となり、電子間相互作用の項は

Ĥ(e−e) =
1

2

∫
dξ

∫
dξ′ψ̂†(ξ)ψ̂†(ξ′)V (x, x′)ψ̂(ξ′)ψ̂(ξ) (2.37)

となる。

2.2.6 場の方程式

これまでの議論は、シュレディンガー描像で行われた。即ち演算子が

時間依存しない形で与えられていた。本項では、ハイゼンベルグ描像を
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用いて場の演算子の時間発展を調べる。

ハイゼンベルグ描像での場の演算子は

ψ̂H(ξ, t) = exp

(
i

h̄
Ĥt

)
ψ̂(ξ) exp

(
− i

h̄
Ĥt

)
(2.38)

で定義される。ハイゼンベルグ描像での場の演算子は同時刻正準反交換

関係 {
ψ̂H(ξ, t), ψ̂†

H(ξ′, t)
}

= δ(ξ, ξ′) (2.39)

{
ψ̂H(ξ, t), ψ̂H(ξ′, t)

}
=

{
ψ̂†

H(ξ, t), ψ̂†
H(ξ′, t)

}
= 0 (2.40)

を満たす。 {A,B} = AB + BAとした。

場の演算子の時間発展はハイゼンベルグ方程式

ih̄
d

dt
ψ̂H(ξ, t) =

[
ψ̂H(ξ, t), Ĥ

]
(2.41)

で与えられる。ここで、 [A,B] = AB − BAとした。ハミルトニアンが

電子間相互作用等の 2体相互作用を含む場合、ハイゼンベルグ方程式は

ih̄
d

dt
ψ̂H(ξ, t) = H(ξ)ψ̂H(ξ, t) +

∫
dξ′ψ̂H(ξ′, t)V (ξ, ξ′)ψ̂H(ξ′, t)ψ̂H(ξ, t)

(2.42)

となる。これを場の方程式と呼ぶ。また、ハミルトニアンに 2体相互作

用が無いとき場の方程式は 1粒子シュレディンガー方程式と同形になる。

このため、場の演算子 ψ̂H(ξ, t)を第 2量子化されたシュレディンガー場

の演算子と呼ぶ。

2.3 強磁場下2次元電子系のハミルトニアン

本論文で考察する系は、強い静磁場下にある 2次元電子系である。マ

グネトプラズモンが存在するとき、2次元電子系中に電荷の粗密による電

場が生じる。本論文ではこの電場を摂動として取り扱う。即ち、ハミル
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トニアンを

Ĥ = Ĥ(0) + Ĥ(1)(t) (2.43)

のように、時間依存しない項 Ĥ(0)と時間依存する項 Ĥ(1)(t)に分け、時

間に依存する項 Ĥ(1)(t)を摂動として扱う。

2.3.1 第2量子化されたハミルトニアン

ハミルトニアンを第 2量子化された形で書き下す。

まず、ハミルトニアンの時間依存の無い項 Ĥ(0)を書き下す。式 (2.36)

で求めた通り、第 2量子化されたハミルトニアンは 1粒子ハミルトニアン

Ĥ(0)(∂)及び第 2量子化されたシュレディンガー場の演算子 Ψ̂α(x, t)を用

いて

Ĥ(0) =
∑

α

∫
d3xΨ̂†

α(x, t)Ĥ(0)(∂)Ψ̂α(x, t) (2.44)

と書ける。ここで、第2量子化されたシュレディンガー場の演算子 Ψ̂α(x, t)

は、相互作用描像の演算子

Ψ̂α(x, t) = exp

(
i

h̄
Ĥ(0)t

)
Ψ̂α(x) exp

(
− i

h̄
Ĥ(0)t

)
(2.45)

であり、同時刻正準反交換関係{
Ψ̂α(x, t), Ψ̂†

α′(x
′, t)

}
= δα,α′δ(x − x′) (2.46)

を満たす。ここで、記号 x = (x1, x2, x3)は空間座標、 α =↑, ↓はスピン
である。今、対象となる 2次元電子系は x1 − x2平面に置かれ、静磁場

B = (0, 0, B)が印加されている。このとき、ベクトルポテンシャルとして

ランダウゲージA = (−Bx2, 0, 0)をとり、電子系を 2次元に閉じ込めてお

くためのポテンシャルを V (x3)とすると、1粒子ハミルトニアン Ĥ(0)(∂)
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は

Ĥ(0)(∂) =
1

2m

[(
−ih̄∂1 −

eB

c
x2

)2

+ (−ih̄∂2)
2 + (−ih̄∂2)

2

]
+ V (x3) +

g

2
µBBσ(α) − µ0 (2.47)

と書ける。 mは電子の有効質量、 −eは電子の電荷、 gは g因子、 µB

はボーア磁子、 µ0は化学ポテンシャルである。記号 σ(α)は α =↑のと
き σ(α) = 1、 α =↓のとき σ(α) = −1とした。ボーア磁子 µBは、

µB =
eh̄

2m0c
(2.48)

である。 m0は電子の静止質量である。

次に、ハミルトニアンの時間に依存する項 Ĥ(1)(t)を書き下す。ハミル

トニアンの時間に依存する項 Ĥ(1)(t)は電場に関する項である。電場をス

カラーポテンシャル A0(x, t)で表すと時間依存項は

Ĥ(1)(t) = −e
∑

α

∫
d3xΨ̂†

α(x, t)Ψ̂α(x, t)A0(x, t) (2.49)

と書ける。

2.3.2 2次元閉じ込めポテンシャル

2次元電子系を取り扱うために場の演算子 Ψ̂α(x, t)を x3方向の成分と

それ以外の成分とに分離する。今、2次元電子系を構成する電子は閉じ

込めポテンシャル V (x3)によって x3方向に束縛され定常状態 にあると

仮定する。さらに、閉じ込めポテンシャル V (x3)が非常に強力なために、

電子は基底状態にあると仮定する。即ち電子の x3方向の運動は、固有方

程式 [
−h̄2

2m
∂2

3 + V (x3)

]
χ(x3) = E0χ(x3) (2.50)
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を満たす波動関数 χ(x3)によって記述される。 E0は電子の x3方向の基

底エネルギーである。ここで波動関数 χ(x3)は∫
dx3|χ(x3)|2 = 1 (2.51)

で規格化されている。この x3方向の波動関数 χ(x3)を用いて、場の演算

子 Ψ̂α(x, t)は

Ψ̂α(x, t) = χ(x3)Φ̂α(r, t) (2.52)

と分離される。記号 r = (x1, x2)は 2次元空間座標とした。場の演算子の

平面方向成分 Φ̂α(r, t)は 3次元場の演算子の交換関係 (2.46)より、同時

刻正準反交換関係{
Φ̂α(r, t), Φ̂†

α′(r
′, t)

}
= δαα′δ(r − r′) (2.53)

を満たすことがわかる。

3次元場の演算子の分離 (2.52)を式 (2.44)にある非摂動ハミルトニアン

Ĥ(0)へ適用すると、平面方向成分のみで書かれたハミルトニアン

Ĥ(0) =
∑

α

∫
d2rΦ̂†

α(r, t)ĥ(∂)Φ̂α(r, t) (2.54)

を得る。 ĥ(∂)は 2次元空間での 1粒子ハミルトニアン

ĥ(∂) =
1

2m

[(
−ih̄∂1 −

eB

c
x2

)2

+ (−ih̄∂2)
2

]
+

g

2
µBBσ(α) − µ (2.55)

であり、新たな化学ポテンシャルを

µ = µ0 − E0 (2.56)

とした。
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2.3.3 ランダウ準位

2次元場の演算子 Φ̂α(r, t)を 2次元空間での 1粒子ハミルトニアン ĥ(∂)

の固有関数系 {vnk(r)}で展開する。
波動関数 vnk(r)は 1粒子ハミルトニアン ĥ(∂)の固有関数であるから、

固有方程式

ĥ(∂)vnk(r) = Enαvnk(r) (2.57)

を満たす。この方程式を満たす固有関数はよく知られており、

vnk(r) =
1√
2π

eikx1un(x2 − l2k) (2.58)

un(x) =
1√

2nn!l
√

π
exp

[
−1

2

(x

l

)2
]

Hn

[x

l

]
(2.59)

である。ここで、 Hn[x]はエルミート多項式であり、

Hn [x] = (−1)nex2 dn

dxn

(
e−x2

)
(2.60)

で定義される [68]。 Enαはランダウ準位

Enα = h̄ωC

(
n +

1

2

)
+

g

2
µBBσ(α) − µ (2.61)

である。 ωC はサイクロトロン振動数、 lは磁気長であり、それぞれ、

ωc =
eB

mc
, l =

√
ch̄

eB
(2.62)

である。

2次元場の演算子 Φ̂α(r, t)は波動関数 vnk(r)を用いて、

Φ̂α(r, t) =
∞∑

n=0

∫ ∞

−∞
dkĈnkα(t)vnk(r) (2.63)

と展開される。ここで演算子 Ĉnkα(t)は、2次元場の演算子 Φ̂α(r, t)の交
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換関係 (2.53)より、同時刻正準反交換関係{
Ĉnkα(t), Ĉ†

n′k′α′(t)

}
= δαα′δnn′δ(k − k′) (2.64)

を満たすフェルミ演算子であることがわかる。

また、2次元場の演算子 Φ̂α(r, t)の展開 (2.63)を 2次元ハミルトニアン

(2.54)へ適用し、量子数 n, kにそくした書き直すと、ハミルトニアンは

Ĥ(0) =
∑

α

∞∑
n=0

∫ ∞

−∞
dkEnαĈ†

nkα(t)Ĉnkα(t) (2.65)

となり、対角化された形で書き表せる。

2.3.4 フェルミ演算子の時間依存性

対角化されたハミルトニアン Ĥ(0)を用いて、フェルミ演算子の時間依

存性を決定する。

相互作用描像におけるシュレディンガー場の演算子の定義 (2.45)及び、

場の演算子の展開 (2.52)(2.63)より、フェルミ演算子 Ĉnkα(t)の時間依存

性は

Ĉnkα(t) = exp

(
i

h̄
Ĥ(0)t

)
Ĉnkα exp

(
− i

h̄
Ĥ(0)t

)
(2.66)

で表され、その時間発展は

ih̄
d

dt
Ĉnkα(t) =

[
Ĉnkα(t), Ĥ(0)

]
=

∑
α′

∞∑
n′=0

∫ ∞

−∞
dk′En′α′

[
Ĉnkα(t), Ĉ†

n′k′α′(t)Ĉn′k′α′(t)

]
(2.67)

によって決定される。
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右辺の交換子積を計算する。交換子積を書き下すと、[
Ĉnkα(t), Ĉ†

n′k′α′(t)Ĉn′k′α′(t)

]

= Ĉnkα(t)Ĉ†
n′k′α′(t)Ĉn′k′α′(t) − Ĉ†

n′k′α′(t)Ĉn′k′α′(t)Ĉnkα(t)

=
{

Ĉnkα(t)Ĉ†
n′k′α′(t) + Ĉ†

n′k′α′(t)Ĉnkα(t) − Ĉ†
n′k′α′(t)Ĉnkα(t)

}
Ĉn′k′α′(t)

− Ĉ†
n′k′α′(t)Ĉn′k′α′(t)Ĉnkα(t) (2.68)

となる。フェルミ演算子 Ĉnkα(t)は同時刻正準反交換関係 (2.64)を満たす

ため、 [
Ĉnkα(t), Ĉ†

n′k′α′(t)Ĉn′k′α′(t)

]

=
{

δαα′δnn′δ(k − k′) − Ĉ†
n′k′α′(t)Ĉnkα(t)

}
Ĉn′k′α′(t)

− Ĉ†
n′k′α′(t)Ĉn′k′α′(t)Ĉnkα(t)

= δαα′δnn′δ(k − k′)Ĉn′k′α′(t) (2.69)

を得る。これをフェルミ演算子の時間発展の方程式 (2.67)へ代入すると

ih̄
d

dt
Ĉnkα(t) =

∑
α′

∞∑
n′=0

∫ ∞

−∞
dk′En′α′δαα′δnn′δ(k − k′)Ĉn′k′α′(t)

= EnαĈnkα(t) (2.70)

となり、フェルミ演算子 Ĉnkα(t)の時間依存性

Ĉnkα(t) = e−iωnαtĈnkα (2.71)

を得る。ここで、

ωnα =
Enα

h̄
(2.72)
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とした。時間依存の無いフェルミ演算子 Ĉnkαは正準反交換関係{
Ĉnkα, Ĉ†

n′k′α′

}
= δαα′δnn′δ(k − k′) (2.73)

を満たす。

対角化されたハミルトニアン (2.65)のフェルミ演算子 Ĉnkα(t)へ、時間

依存性 (2.71)を適用すると、ハミルトニアンは

Ĥ(0) =
∑

α

∞∑
n=0

∫ ∞

−∞
dkEnαĈ†

nkαĈnkα (2.74)

となり、結局、非摂動ハミルトニアンは時間に依存しないことがわかる。

また、2次元場の演算子 Φ̂α(r, t)の展開は

Φ̂α(r, t) =
∞∑

n=0

∫ ∞

−∞
dke−iωnαtĈnkαvnk(r) (2.75)

となる。

2.4 Semenoffモデル

グラフェンの結晶格子は六角形を平面的に敷き詰めたハニカム構造を

持つ。本節では、まず、最隣接近似の下でタイトバインディングハミル

トニアンがディラック型で書けることを示す [39,59]。次に、グラフェン

が強磁場下に置かれた場合において、2次元ディラック場をランダウ準位

の波動関数で展開することで、2次元ディラックハミルトニアンが対角化

されることを示す [12]。

図 2.1にグラフェン格子の基本的構造を示した。aは格子定数であり、

その値は a ≈ 2.46 Åである。a1,a2は基本格子ベクトルであり、それぞれ

a1 = a

(√
3

2
,−1

2

)
, a1 = a

(√
3

2
,
1

2

)
(2.76)

で定義される。b1, b2, b3は隣り合う格子点の位置を表すベクトルであり、
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それぞれ、

b1 =
a√
3

(
1

2
,

√
3

2

)
, b2 =

a√
3

(
1

2
,−

√
3

2

)
, b3 =

a√
3
(−1, 0)

(2.77)

で定義される。グラフェンの全ての格子点はサイトA及びサイトBに分

けることができ、サイトAの全ての格子点は

A = n1a1 + n2a2 , (n1, n2は整数) (2.78)

で定義される格子ベクトルによって表すことができる。同様にサイト B

の全ての格子点は

B = A + b1 (2.79)

で定義される格子ベクトルによって表すことができる。また、図 2.2にグ

ラフェンの逆格子空間におけるブリルアンゾーンを示した。R1,R2は逆

格子ベクトルであり、

R1 =
4π√
3a

(1, 0) , R1 =
4π√
3a

(
1

2
,

√
3

2

)
(2.80)

で定義される。ブリルアンゾーンの各頂点 I, II, III, IV, V, VIの座標は、そ

れぞれ、

4π

3a

(√
3

2
,
1

2

)
,

4π

3a

(√
3

2
,−1

2

)
,

4π

3a
(0,−1) ,

4π

3a

(
−
√

3

2
,−1

2

)
,

4π

3a

(
−
√

3

2
,
1

2

)
,

4π

3a
(0, 1) (2.81)

である。

Wallaceによると、ハニカム格子上における 2次元電子系のエネルギー

バンドは、最隣接近似を用いた場合、

E±(k) = ±tG
√

3 + f(k) (2.82)
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f(k) = 2 cos
(√

3kya
)

+ 4 cos

(√
3

2
kya

)
cos

(
3

2
kxa

)
(2.83)

となる。ここで、tGは最隣接の格子点間における電子のホッピングエネ

ルギーであり、その値は tG ≈ 2.8(eV)、k = (k1, k2)は波数ベクトルであ

る。図 2.3にWallaceによるエネルギーバンド (2.82)を a = 1、tG = 1と

置いて 3次元プロットした。図 2.3からエネルギーバンドの周期性及び六

角形のブリルアンゾーンの頂点でバンドギャップが近づくことが読み取れ

る。図 2.4からブリルアンゾーンの頂点でバンドギャップが零となってい

ることが分かる。さらに、ブリルアンゾーンの頂点は、その周りのバンド

構造が線形に近似できることから、ディラックポイントと呼ばれている。
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図 2.1: グラフェンの格子構造
aは格子定数

図 2.2: グラフェンの逆格子空間におけ
る第 1ブリルアンゾーン
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図 2.3: グラフェン上の 2次元電子系の
エネルギーバンド
格子定数 a = 1、ホッピングエネルギー
tG = 1としている
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図 2.4: ブリルアンゾーンの頂点付近の
エネルギーバンド
格子定数 a = 1、ホッピングエネルギー
tG = 1としている。
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2.4.1 グラフェンにおける2次元ディラックハミルトニアン

タイトバインディングハミルトニアン

電子が格子点上に強く束縛されているような系において、電子の移動

が最も近くの格子点間でのみ行われるとする仮定を、最隣接近似タイト

バインディングモデルと呼ぶ。このモデルを用いると、グラフェンのハ

ミルトニアンは

H = tG
∑
A,j

{
Ĉ†(A)D̂(A + bj) + D̂†(A + bj)Ĉ(A)

}
(2.84)

で与えられる。ここで、Ĉ(A)はAで指定された格子点上にある電子を

消滅させる演算子であり、D̂(A + bj)はA + bjで指定された格子点上に

ある電子を消滅させる演算子である。各生成消滅演算子のフーリエ変換

Ĉ(A) =
1

(2π)2

∫
Ω

d2keik·AĈ(k) (2.85)

D̂(A + bj) =
1

(2π)2

∫
Ω

d2k′eik′·(A+bj)D̂(k′) (2.86)

で定義する。これらフーリエ変換 Ĉ(k), D̂(k′)を用いるとハミルトニア

ンは

H = tG
1

(2π)2

∑
j

∫
Ω

d2k
{

eik·bj Ĉ†(k)D̂(k) + e−ik·bjD̂†(k)Ĉ(k)
}

(2.87)

となる。ここで、エネルギーバンドを与えるエネルギー固有値を

η(k) = tG
∑

j

eik·bj (2.88)

と定義すると、ハミルトニアンは

H =
1

(2π)2

∫
Ω

d2k
[
Ĉ†(k), D̂†(k)

] [
0 η(k)

η∗(k) 0

][
Ĉ(k)

D̂(k)

]
(2.89)

となり、2行 2列の行列で書くことできる。
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ディラックポイントでのテイラー展開

最隣接近似タイトバインディングモデルから得たハミルトニアンをディ

ラックポイントの周辺でテイラー展開する。あるディラックポイントを指

すベクトルをqとする。ハミルトニアンをk = q周りでテイラー展開する

ために原点をディラックポイント上に移動する。すなわち、k → k′ = k+q

と変数変換すると、ハミルトニアンは、

H =
1

(2π)2

∫
Ω

d2k
[
Ĉ†(k − q), D̂†(k − q)

]
H

[
Ĉ(k − q)

D̂(k − q)

]
(2.90)

となる。ここでハミルトニアン密度Hを

H =

[
0 η(k − q)

η∗(k − q) 0

]
(2.91)

と定義した。このとき η(k − q)を k = 0周りでテイラー展開し、１次の

項までをとると、η(k − q)は、

η(k − q) = tG
∑

j

(
1 + ibjxkx + ibjyky

)
e−iq·bj (2.92)

となる。ここで、ブリルアンゾーンの頂点の組 I, III, V及び II, IV, VIは

同等であるから、ディラックポイントは 2種類を考えれば十分である。こ

れらはK点及びK ′点と呼ばれている。我々はK点及びK ′点として、そ

れぞれ頂点 I及び頂点 IIを採用する。

K点での展開

K 点としてブリルアンゾーンの頂点 Iを採用したため、逆格子空間に

おけるK点の位置ベクトル qK は

qK =
4π

3a

(√
3

2
,
1

2

)
(2.93)
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であるから、これを η(k − q)の展開式 (2.92)へ代入すると、

η(k − qK) = vF

{(
−i

1

2
−

√
3

2

)
h̄kx +

(
i

√
3

2
− 1

2

)
h̄ky

}
(2.94)

を得る。ここで、vF はフェルミ速度であり、

vF =
−tGa

√
3

2h̄
(2.95)

と定義した。これをハミルトニアン密度 (2.91)へ代入すると

HK = vF

[(
1

2
σ2 −

√
3

2
σ1

)
h̄kx +

(
−
√

3

2
σ2 − 1

2
σ1

)
h̄ky

]
(2.96)

となる。ここで、σjはパウリ行列

σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −i

i 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)
(2.97)

である。パウリ行列の性質より

σ1−
√

3

2
+ σ2 1

2
= e−i 5π

12
σ3

σ1ei 5π
12

σ3

(2.98)

また、

σ2−
√

3

2
− σ1 1

2
= e−i 5π

12
σ3

σ2ei 5π
12

σ3

(2.99)

であるから、ハミルトニアン密度は

HK = vF e−i 5π
12

σ3

σ · h̄kei 5π
12

σ3

(2.100)
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と書くことができる。ここで、σ = (σ1, σ2)とした。ハミルトニアン密度

HKをハミルトニアン (2.90)へ代入すると、

HK =
vF

(2π)2

∫
Ω

d2k
[
Ĉ†(k − qK), D̂†(k − qK)

]
× e−i 5π

12
σ3

σ · h̄kei 5π
12

σ3

[
Ĉ(k − qK)

D̂(k − qK)

]
(2.101)

を得る。ここで、新たに演算子ΨK(k)を

ΨK(k) =

[
ψK,1(k)

ψK,2(k)

]
= ei 5π

12
σ3

[
Ĉ(k − qK)

D̂(k − qK)

]
(2.102)

と定義する。演算子ΨK(k)を用いればハミルトニアン

HK =
vF

(2π)2

∫
Ω

d2kΨ†
K(k) · σ · h̄k · ΨK(k) (2.103)

を得る。これは運動量表示であるから逆フーリエ変換

ΨK(k) =

∫
d2re−ik·rΨK(r)

ΨK(r) =

[
ψK,1(r)

ψK,2(r)

]
(2.104)

を用いて位置座標表示のハミルトニアンを得る。

演算子ΨK(k)の逆フーリエ変換 (2.104)を運動量表示のハミルトニア

ン (2.103)へ代入すると、位置座標表示のハミルトニアン

HK = vF

∫
d2rΨ†

K(r) · σ · (−ih̄∇) · ΨK(r) (2.105)

を得る。
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K ′点での展開

同様にK ′点の周辺で展開する。K ′点としてブリルアンゾーンの頂点

IIを採用したため、逆格子空間におけるK ′点の位置ベクトル qK′は

qK′ =
4π

3a

(√
3

2
,−1

2

)
(2.106)

である。よって、η(k − qK′)は

η(k − qK′) = vF

{(
−i

1

2
−

√
3

2

)
h̄kx +

(
−i

√
3

2
+

1

2

)
h̄ky

}
(2.107)

となる。これをハミルトニアン密度 (2.91)へ代入すると、

HK′ = vF e−i 5π
12

σ3

σ∗ · h̄kei 5π
12

σ3

(2.108)

となる。ここで新たな演算子ΨK′(k)を

ΨK′(k) =

[
ψK′,1(k)

ψK′,2(k)

]
= ei 5π

12
σ3

[
Ĉ(k − qK′)

D̂(k − qK′)

]
(2.109)

で定義する。この演算子ΨK′(k)を用いると運動量表示のハミルトニアン

HK′は

HK′ =
vF

(2π)2

∫
Ω

d2kΨ†
K′(k) · σ∗ · h̄k · ΨK′(k) (2.110)

となる。ここで、演算子ΨK′(k)の逆フーリエ変換ΨK′(r)を

ΨK′(k) =

∫
d2reik·rΨK′(r)

ΨK′(r) =

[
ψK′,1(r)

ψK′,2(r)

]
(2.111)
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と定義する。この逆フーリエ変換ΨK′(r)を用いると位置座標表示のハミ

ルトニアン

HK′ = vF

∫
d2rΨ†

K′(r) · σ∗ · (−ih̄∇) · ΨK′(r) (2.112)

を得る。

グラフェンにおける 2次元ディラックハミルトニアン

2つのディラックポイントにおいてテイラー展開したハミルトニアン

(2.105)(2.112)は 2次元での質量を零としたディラック場のハミルトニア

ンと同じ形をしている。グラフェンのハミルトニアンは式 (2.105)(2.112)

から、

H = HK + H ′
K

= vF

∫
d2rΨ†

K(r) · σ · (−ih̄∇) · ΨK(r)

+ vF

∫
d2rΨ†

K′(r) · σ∗ · (−ih̄∇) · ΨK′(r) (2.113)

で得られる [59]。これはNeto等のレビューで紹介されているハミルトニ

アンである [59]。Semenoffによって導かれたハミルトニアンを得るため

には、運動量空間での場の演算子を

ΨK(k) =
√

vF exp
[
−i

π

3
σ3

] [
Ĉ(k − qK)

D̂(k − qK)

]
(2.114)

と定義し、その逆フーリエ変換を

ΨK(k) =

∫
dreik·rΨK(r) (2.115)

と定義する。これらを用いると Semenoffが導いたハミルトニアン

HK =

∫
d2rΨ̄K(r) · γ · (−ih̄∇) · ΨK(r) (2.116)
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を得る [39]。ここで、γ = (γ1, γ2)は、2次元におけるガンマ行列γ0, γ1, γ2

であり、

γ0 = σ3 , γ1 = iσ1 , γ2 = iσ2 (2.117)

と定義した。また、演算子 Ψ̄K(k)はΨK(k)に共役な演算子 Ψ̄K(k) =

γ0Ψ†
K(k)である。

2.4.2 強磁場下におけるグラフェンのハミルトニアン

ハミルトニアン

式 (2.113)で得られたグラフェンのハミルトニアンから、静磁場下に置

かれたグラフェンのハミルトニアンを相互作用描像に基づいて書き下す。

面に垂直な静磁場が印加されたグラフェン上の 2次元電子多体系のハミ

ルトニアンを

H0 = vF

2∑
j=1

4∑
µ=1

4∑
ν=1

∫
d2rψ̂†

µ(r, t)Σj
µνπjψ̂ν(r, t) (2.118)

とする。このハミルトニアンH0がグラフェン 2次元電子系における演算

子の時間発展を決める。4成分からなる場の演算子 ψ̂µ(r, t)は(
ψ̂1(r, t), ψ̂2(r, t), ψ̂3(r, t), ψ̂4(r, t)

)
≡

(
Ψ̂K,↑(r, t), Ψ̂K,↓(r, t), Ψ̂K′,↑(r, t), Ψ̂K′,↓(r, t)

)
(2.119)

と定義した。K,K ′はディラックポイント、↑, ↓は Semenoff擬スピンであ

る。また、場の演算子 ψ̂µ(r, t), ψ̂†
µ(r, t)は同時刻正準反交換関係{

ψ̂µ(r, t), ψ̂†
µ′(r

′, t)
}

= δµ,µ′δ(r − r′) (2.120)
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を満たすと仮定する。Σ = (Σ1, Σ2, Σ3)はパウリ行列 σ1, σ2, σ3を用いて

Σ1 ≡

(
σ1 0

0 σ1

)
, Σ2 ≡

(
σ2 0

0 −σ2

)
, Σ3 ≡

(
σ3 0

0 −σ3

)
(2.121)

と定義した。ここで静磁場下においては、ハミルトニアンの微分演算子

π = (π1, π2)がランダウゲージのベクトルポテンシャルA = (0, Bx1, 0)

を用いて

πj ≡ −ih̄∂j +
e

c
Aj (2.122)

と書ける。ここで電子の電荷は−eとした。

これらを用いると、ハミルトニアンの非摂動項は

H0 = vF

4∑
µ=1

4∑
ν=1

[
Σ1

µν

∫
d2rψ̂†

µ(r, t) (−ih̄∂1) ψ̂ν(r, t)

+ Σ2
µν

∫
d2rψ̂†

µ(r, t) (−ih̄∂2) ψ̂ν(r, t)

+ Σ2
µν

eB

c

∫
d2rψ̂†

µ(r, t)x1ψ̂ν(r, t)

]
(2.123)

となる。

場の演算子 ψ̂µ(r, t)をランダウ準位の波動関数 vn,k(r)を用いて

ψ̂µ(r, t) =

∫ ∞

−∞
dk

∞∑
n=0

âµ(n, k, t)vn,k(r) (2.124)

と展開する。ここで、用いたベクトルポテンシャルがA = (0, Bx1, 0)で

あるから、ランダウ準位の波動関数 vn,k(r)は、

vn,k(r) =
1√
L

eikx2un(x1 + l2k) (2.125)

である。波動関数 un(x)の定義は (2.59)で与えられている。
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このときハミルトニアンは

H0 =

∫ ∞

−∞
dk

∞∑
n=0

εnâ†(n, k, t)Σ2â(n, k, t) (2.126)

となる。ここで、

εn ≡ vF

√
2h̄eB

c

√
n (2.127)

と定義し、ベクトル â(n, k, t)は

â(n, k, t) =


â1(n − 1, k, t)

â2(n, k, t)

â3(n, k, t)

â4(n − 1, k, t)


â†(n, k, t) =

[
â†

1(n − 1, k, t) , â†
2(n, k, t) , â†

3(n, k, t) , â†
4(n − 1, k, t)

]
(2.128)

と定義した。

H0の対角化

式 (2.126)で得たハミルトニアンを対角化させるユニタリー演算子Uは

U = e−i π
4
Σ1

(2.129)

である。このユニタリー演算子 U を用いると

â†(n, k, t)Σ2â(n, k, t) = â†(n, k, t)U−1Σ3U â(n, k, t) (2.130)
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となる。ここで、新たなフェルミ演算子
ĉ1(n, k, t)

ĉ2(n, k, t)

ĉ3(n, k, t)

ĉ4(n, k, t)

 = ĉ(n, k, t) = U â(n, k, t) (2.131)

を導入する。これらのフェルミ演算子 cµ(n, k, t)は同時刻正準反交換関係{
ĉµ(n, k, t), ĉ†µ′(n

′, k′, t)
}

= δµ,µ′δn,n′δk,k′ (2.132)

満たすと仮定する。また、ĉµ(n, k, t)は n = 0において、

ĉ1(0, k, t) + iĉ2(0, k, t) = 0 (2.133)

iĉ3(0, k, t) + ĉ4(0, k, t) = 0 (2.134)

で結びついていると仮定する。

この新しいフェルミ演算子 ĉµ(n, k, t)を用いるとハミルトニアンH0は

H0 =

∫ ∞

−∞
dk

∞∑
n=0

4∑
µ=1

Σ3
µµεnĉ

†
µ(n, k, t)ĉµ(n, k, t) (2.135)

と対角化される。

フェルミ演算子の時間依存性

演算子の時間発展はハイゼンベルグ方程式で表されるから、ĉµ(n, k, t)

の時間発展は

ih̄∂tĉµ(n, k, t) =
[
ĉµ(n, k, t), H0

]
=

∫ ∞

−∞
dk′

∞∑
n′=0

4∑
µ′=1

Σ3
µ′µ′εn′

[
ĉµ(n, k, t), ĉ†µ′(n

′, k′, t)ĉµ′(n′, k′, t)
]

(2.136)
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ここで、フェルミ演算子 ĉµ(n, k, t)は同時刻正準反交換関係 (2.132)を満

たすことより、式中の交換子積は[
ĉµ(n, k, t), ĉ†µ′(n

′, k′, t)ĉµ′(n′, k′, t)
]

= δµ,µ′δn,n′δk,k′ ĉµ′(n′, k′, t) (2.137)

となる。よって、ハイゼンベルグ方程式は

ih̄∂tĉµ(n, k, t) =

∫ ∞

−∞
dk′

∞∑
n′=0

4∑
µ′=1

Σ3
µ′µ′εn′δµ,µ′δn,n′δk,k′ ĉµ′(n′, k′, t)

= Σ3
µµεnĉµ(n, k, t) (2.138)

となり、ĉµ(n, k, t)の時間依存性

ĉµ(n, k, t) = exp
[
−iΣ3

µµωn · t
]
ĉµ(n, k) (2.139)

を得る。ここで、振動数 ωnは

ωn ≡ εn

h̄
(2.140)

と定義した。

対角化されたハミルトニアン

式 (2.139)で得たフェルミ演算子の時間依存性を (2.135)へ代入するこ

とにより、ハミルトニアンは対角化された形

H0 =

∫ ∞

−∞
dk

∞∑
n=0

4∑
µ=1

Σ3
µµεnĉ†µ(n, k)ĉµ(n, k) (2.141)

を得る。Toyodaはここで得られたハミルトニアン及び ERMを用いて、

グラフェンの整数量子ホール効果を説明した [12]。
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第3章 電子数密度応答関数

マグネトプラズモンとは、電子系に与えられた外場としての電場によっ

て励起された電子数密度の波動であった。この振動は非常に複雑であり

厳密解を得ることは一般に困難である。そこで、線形応答理論を用いて

近似する。

3.1 線形応答理論

系に外場が印加されたとき、応答として観測される物理量を近似的に得

る方法として、線形応答理論は便利である [61,69]。本節では、ハミルト

ニアンを非摂動項 Ĥ(0)及び外場の項 Ĥ(1)(t)を用いて Ĥ = Ĥ(0) + Ĥ(1)(t)

と書き、量子力学の描像から演算子についての線形応答公式を得る。ま

た、大正準集団の理論より有限温度における線形応答を議論する。

3.1.1 正準形式での演算子における線形応答

ハイゼンベルグ描像の演算子と相互作用描像の演算子の関係から演算

子形式での線形応答を調べる [70]。ハイゼンベルグ描像の演算子 Ω̂H(t)

は相互作用描像の演算子 Ω̂I(t)及び時間発展のユニタリー演算子 V (t, t0)

を用いて、

Ω̂H(t) = V −1(t, t0)Ω̂I(t)V (t, t0) (3.1)

と書ける。このユニタリー演算子 V (t, t0)の時間発展の方程式は

ih̄
d

dt
V (t, t0) = Ĥ

(1)
I (t)V (t, t0) (3.2)
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とする。この方程式の解は形式的に

V (t, t0) = V (t0, t0) +
1

ih̄

∫ t

t0

dt′Ĥ
(1)
I (t′)V (t′, t0)

= I +
1

ih̄

∫ t

t0

dt′Ĥ
(1)
I (t′)V (t′, t0) (3.3)

と書ける。I ≡ V (t0, t0) は単位演算子である。この形式解をそれ自身に

繰り返し代入し、1次までの近似をとると

V (t, t0) = I +
1

ih̄

∫ t

t0

dt′Ĥ
(1)
I (t′) (3.4)

を得る。このエルミート共役は

V −1(t, t0) = I − 1

ih̄

∫ t

t0

dt′Ĥ
(1)
I (t′) (3.5)

であるから、これらを用いてハイゼンベルグ描像の演算子を書き下すと

Ω̂H(t) =

{
I − 1

ih̄

∫ t

t0

dt′Ĥ
(1)
I (t′)

}
Ω̂I(t)

{
I +

1

ih̄

∫ t

t0

dt′Ĥ
(1)
I (t′)

}

= Ω̂I(t) +
1

ih̄

∫ t

t0

dt′Ω̂I(t)Ĥ
(1)
I (t′) − 1

ih̄

∫ t

t0

dt′Ĥ
(1)
I (t′)Ω̂I(t) + · · ·

= Ω̂I(t) +
1

ih̄

∫ t

t0

dt′
[
Ω̂I(t), Ĥ

(1)
I (t′)

]
+ · · · (3.6)

となる。１次の項までをとると、演算子に関する線形応答公式

Ω̂H(t) = Ω̂I(t) +
1

ih̄

∫ t

t0

dt′
[
Ω̂I(t), Ĥ

(1)
I (t′)

]
(3.7)

を得る [70]。また、

Ω̂S(t) =

∫
d3xΩ̂S(x, t) (3.8)
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として、 Ω̂S(t)の密度 Ω̂S(x, t)を定義し、ハミルトニアンの摂動項が、c-

数である外場 Φ0(x, t)を用いて

Ĥ
(1)
S (t) =

∫
d3xΩ̂S(x, t)Φ0(x, t) (3.9)

と書かれるとする。このとき線形応答公式は

Ω̂H(x, t) = Ω̂I(x, t) +
1

ih̄

∫
d3x

∫ ∞

−∞
dt′θ(t − t′)

[
Ω̂I(x, t), Ω̂I(x

′, t′)
]
Φ0(x

′, t′)

(3.10)

となる [70]。ここで、初期時刻を t0 = −∞とした。

3.1.2 大正準集団における応答関数

有限温度における大正準集団での物理量の期待値は〈
Ω̂H(x, t)

〉
=

1

Z
Tr

{
ρ̂GΩ̂H(x, t)

}
(3.11)

で定義される。 ρ̂Gは統計演算子、 Z は大分配関数であり、それぞれ、

ρ̂G = eβĤ(0)
、 Z = Tr{eβĤ(0)}で与えられる。ここで、 β = 1/kBT であ

り、 kB はボルツマン定数、 T は温度であり、Ĥ(0)は化学ポテンシャル

を含むとする。また、記号Tr{· · · }はトレースを表す。外場による物理量
の揺らぎを

δ
〈
Ω̂I(x, t)

〉
=

〈
Ω̂H(x, t)

〉
−

〈
Ω̂I(x, t)

〉
(3.12)

と定義すると、線形応答公式 (3.10)より、

δ
〈
Ω̂I(x, t)

〉
=

1

ih̄

∫
d3x

∫ ∞

−∞
dt′θ(t − t′)

〈[
Ω̂I(x, t), Ω̂I(x

′, t′)
]〉

Φ(x′, t′)

=
1

h̄

∫
d3x

∫ ∞

−∞
dt′D(x, t; x′, t′)Φ0(x

′, t′) (3.13)
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を得る。ここで、 D(x, t; x′, t′)は応答関数と呼ばれ、

D(x, t; x′, t′) =
1

i
θ(t − t′)

〈[
Ω̂I(x, t), Ω̂I(x

′, t′)
]〉

(3.14)

で定義される。

3.2 電子数密度応答関数

電子数密度について線形応答公式を書き下し、電子数密度応答関数を

定義する。さらに場の演算子を x3方向と 2次元電子系平面方向へ分離し、

2次元電子数密度応答関数を定義する。

全粒子数演算子が式 (2.28) で与えられるから、電子数密度の演算子

ρ̂α(x, t)は、第 2量子化されたシュレディンガー場の演算子 Ψ̂α(x, t)を

用いて

ρ̂α(x, t) = Ψ̂†
α(x, t)Ψ̂α(x, t) (3.15)

と書ける。また、ハミルトニアンの摂動項が式 (2.49)で与えられるから、

大正準集団における線形応答公式 (3.13)より、電子数密度演算子の期待

値の揺らぎ δ 〈ρ̂(x, t)〉は

δ 〈ρ̂(x, t)〉 = − e

h̄

∫ ∞

−∞
dt′

∫
d3x′D(3D)(x, t; x′, t′)A0(x

′, t′) (3.16)

となる。ここで、 D(3D)(x, t; x′, t′)は 3次元電子数密度応答関数であり、

D(3D)(x, t; x′, t′) = −iθ(t−t′)
∑
αα′

〈[
Ψ̂†

α(x, t)Ψ̂α(x, t), Ψ̂†
α′(x

′, t′)Ψ̂α′(x′, t′)
]〉

(3.17)

と定義する。記号 〈· · ·〉は大正準集団での期待値を表す。
次に、シュレディンガー場の演算子 Ψ̂α(x, t)を式 (2.52)を用いて分離

すると、電子数密度応答関数 D(3D)(x, t; x′, t′)は、

D(3D)(x, t; x′, t′) = |χ(x3)χ(x′
3)|2

∑
α

∑
α′

D
(2D)
αα′ (r, t; r′, t′) (3.18)
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と分離できる。ここで、 D
(2D)
αα′ (r, t; r′, t′)を 2次元電子数密度応答関数と

定義する。2次元電子数密度応答関数の具体的な形は

D
(2D)
αα′ (r, t; r′, t′) = −iθ(t − t′)

〈[
Φ̂†

α(r, t)Φ̂α(r, t), Φ̂†
α′(r

′, t′)Φ̂α′(r′, t′)

]〉
(3.19)

である。よって 2次元電子系では電子数密度の期待値の揺らぎ δ 〈ρ̂(x, t)〉
を

δ 〈ρ̂(x, t)〉 =
−e

h̄

∫ ∞

−∞
dt′

∫
d3x′|χ(x3)χ(x′

3)|2
∑
α,α′

D
(2D)
αα′ (r, t; r′, t′)A0(x

′, t′)

(3.20)

と書ける。
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第4章 マグネトプラズモンの分

散関係

本章では自己無撞着線形応答理論を用いてマグネトプラズモンの分散関

係を求める [29–33]。自己無撞着線形応答理論では電磁場のダイナミクス

をマクスウェル方程式により記述し、電子密度のダイナミクスを線形応答

によって記述する。本章ではまず、自己無撞着線形応近似 (Self-Consistent

Linear Response Approximation)を用いて 2次元電子系における自己無

撞着線形応答方程式を導く。次に自己無撞着線形応答方程式から 2次元

電子系におけるマグネトプラズモンの分散関係を導出する。

4.1 自己無撞着線形応答理論

本節では自己無撞着線形応答理論に基づいて 2次元電子系のマグネト

プラズモン分散関係を与える方程式を導出する。2次元電子系のスカラー

ポテンシャルA0(x, t)は、クーロンゲージを用いると、ポアソン方程式

∇2A0(x, t) =
−4π

ε
%(x, t) (4.1)

で記述される。 εは誘電率、 %(x, t)は電荷密度である。ここで、ポアソ

ン方程式 (4.1)では %(x, t)は与えられた量であり、A0(x, t)のダイナミク

スは入っていない。このためマグネトプラズモンを記述するためにはポ

アソン方程式のみでは不十分である。ポアソン方程式 (4.1)のスカラーポ

テンシャルA0(x, t)が電子密度の揺らぎ δ 〈ρ̂(x, t)〉によってのみ生じると
仮定すれば式 (4.1)は

∇2A0(x, t) =
4πe

ε
δ 〈ρ̂(x, t)〉 (4.2)
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となる。自己無撞着線形応答近似では、この電子密度の揺らぎ δ 〈ρ̂(x, t)〉
を式 (3.20)で得た線形応答

δ 〈ρ̂(x, t)〉 =
−e

h̄

∫ ∞

−∞
dt′

∫
d3x′|χ(x3)χ(x′

3)|2
∑
α,α′

D
(2D)
αα′ (r, t; r′, t′)A0(x

′, t′)

(4.3)

で近似する。ここで、我々が知りたいのはマグネトプラズモンの分散関係

であるから、虚数部分項が無視できるような場合について考察する。ス

ピンについての和をとった 2次元電子数密度応答関数の実数部分を

D(r, t; r′, t′) =
∑
αα′

<D
(2D)
αα′ (r, t; r′, t′) (4.4)

と定義する。これを用いると電子数密度期待値の揺らぎ δ 〈ρ̂(x, t)〉は

δ 〈ρ̂(x, t)〉 =
−e

h̄

∫
dt′

∫
d3x′|χ(x3)χ(x′

3)|2D(r, t; r′, t′)A0(x
′, t′) (4.5)

となる。この電子数密度期待値の揺らぎ (4.5)及びポアソン方程式 (4.2)

をフーリエ変換することで、マグネトプラズモンの分散関係を与える方

程式を導く。スカラーポテンシャル A0(x, t)のフーリエ変換を

A0(x, t) =
1

(2π)2

∫
d2p

∫
dp3

∫
dωeip·r+ip3x3−iωtÃ0(p, p3, ω) (4.6)

で定義する。ここで p = (p1, p2) である。電子数密度期待値の揺らぎ

δ 〈ρ̂(x, t)〉のフーリエ変換を

δ 〈ρ̂(x, t)〉 =
1

(2π)2

∫
d2p

∫
dp3

∫
dωeip·r+ip3x3−iωtδ 〈ρ̂(p, p3, ω)〉 (4.7)

で定義する。電子系を構成する電子の x3方向の状態関数の絶対値の 2乗

| χ(x3) |2のフーリエ変換を

| χ(x3) |2=
1√
2π

∫
dp3e

ip3x3σ(p3) (4.8)
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で定義する。2次元電子数密度応答関数 D(r, t; r′, t′)のフーリエ変換を

D(r, t; r′, t′) =
1

(
√

2π)3

∫
d2p

∫
dωeip·(r−r′)−iω(t−t′)D(p, ω) (4.9)

で定義する。フーリエ変換 (4.6)(4.7)より、ポアソン方程式 (4.2)は

∇2 1

(2π)2

∫
d2p

∫
dp3

∫
dωeip·r+ip3x3−iωtÃ0(p, p3, ω)

=
4πe

ε

1

(2π)2

∫
d2p

∫
dp3

∫
dωeip·r+ip3x3−iωtδ 〈ρ̂(p, p3, ω)〉 (4.10)

となり、被積分関数を取り出すことで、

−(p2 + p2
3)Ã0(p, p3, ω) =

4πe

ε
δ 〈ρ̂(p, p3, ω)〉 (4.11)

を得る。p = |p|である。スカラーポテンシャルのフーリエ変換 Ã0(p, p3, ω)

について整理して、

Ã0(p, p3, ω) =
−4πeδ 〈ρ̂(p, p3, ω)〉

ε(p2 + p2
3)

(4.12)
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を得る。また、フーリエ変換 (4.7)(4.8)(4.9)を用いると線形応答公式 (4.5)

は

1

(2π)2

∫
d2p

∫
dp3

∫
dωeip·r+ip3x3−iωtδ 〈ρ̂(p, p3, ω)〉

=
−e

h̄

∫
dx′

∫
dt′

1

2π

∫
dp3e

ip3x3σ(p3)

∫
dp3

′′eip3
′′x3σ(p3

′′)

× 1

(
√

2π)3

∫
d2p

∫
dωeip·(r−r′)−iω(t−t′)D(p, ω)

× 1

(2π)2

∫
d2p′

∫
dp3

′
∫

dω′eip′·r′+ip3
′x3

′−iω′t′Ã0(p
′, p3

′, ω′)

=
−e

h̄

1

(
√

2π)3

∫
d2p

∫
dp3

∫
dω

∫
dp3

′

× eip·r+ip3x3−iωtσ(p3)σ(−p3
′)D(p, ω)Ã0(p, p3

′, ω)

=
1

(2π)2

∫
d2p

∫
dp3

∫
dωeip·r+ip3x3−iωt

× −
√

2πe

h̄
σ(p3)D(p, ω)

∫
dp′3σ(−p′3)Ã0(p, p′3, ω) (4.13)

となる。被積分関数を取り出すことで、電子数密度期待値の揺らぎのフー

リエ変換

δ 〈ρ̂(p, p3, ω)〉 =
−
√

2πe

h̄
σ(p3)D(p, ω)

∫
dp′3σ(−p′3)Ã0(p, p′3, ω) (4.14)

を得る。ここで、電子数密度期待値の揺らぎのフーリエ変換 δ 〈ρ̂(p, p3, ω)〉
の 2次元成分を

ρ̃(p, ω) =
−
√

2πe

h̄
D(p, ω)

∫
dp′3σ(−p′3)Ã0(p, p′3, ω) (4.15)

と定義すれば、電子数密度期待値の揺らぎのフーリエ変換 δ 〈ρ̂(p, p3, ω)〉
は

δ 〈ρ̂(p, p3, ω)〉 = σ(p3)ρ̃(p, ω) (4.16)
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と分離できる。よってスカラーポテンシャルのフーリエ変換 Ã0(p, p3, ω)

は

Ã0(p, p3, ω) =
−4πeσ(p3)

ε(p2 + p2
3)

ρ̃(p, ω) (4.17)

となり、これを式 (4.14)で得た電子数密度期待値の揺らぎのフーリエ変

換へ代入することで、ρ̃(p, ω)に関する方程式

ρ̃(p, ω) =
2(
√

2π)3e2

εh̄
D(p, ω)

∫
dp3

σ(−p3)σ(p3)

p2 + p2
3

ρ̃(p, ω) (4.18)

が得られる。これが自己無撞着線形応答方程式である [32]。

式 (4.18)で得られた自己無撞着線形応答方程式を ρ̃(p, ω)について整理

すると {
1 +

2
√

2πe2

h̄ε
Γ(p)D(p, ω)

}
ρ̃(p, ω) = 0 (4.19)

となる。ここで、関数 Γ(p)を

Γ(p) = 2π

∫ ∞

−∞
dp3

σ(−p3)σ(p3)

p2 + p2
3

(4.20)

と定義した。ρ̃(p, ω) = 0のとき、即ち密度の揺らぎが無いときはマグネ

トプラズモンが存在しないので、

ρ̃(p, ω) 6= 0 (4.21)

とする。このとき式 (4.19)が成立するためには

−2
√

2πe2

h̄ε
Γ(p)D(p, ω) = 1 (4.22)

であればよい。これが 2次元電子系のマグネトプラズモンの分散関係を

与える方程式である。この式 (4.22)へ 2次元電子数密度応答関数のフー

リエ変換 D(p, ω)及び関数 Γ(p)の具体的な関数形を代入することで、マ

グネトプラズモンの分散関係が導出される。
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4.2 マグネトプラズモンの分散関係

本節ではマグネトプラズモンの分散関係を導出する。まず、前節で導

いたマグネトプラズモンの分散関係を与える式 (4.22)中にある 2次元電

子数密度応答関数のフーリエ変換 D(p, ω)及び関数 Γ(p)の具体的な関数

形を求める。次に求めた関数形をマグネトプラズモンの分散関係を与え

る式 (4.22)に代入することで 2次元電子系におけるマグネトプラズモン

の分散関係を求める。

4.2.1 電子数密度応答関数のフーリエ変換

電子数密度応答関数の展開

2次元電子数密度応答関数 D
(2D)
αα′ (r, t; r′, t′)を展開する。2次元場の演

算子 Φ̂α(r, t)の展開 (2.75)を 2次元電子数密度応答関数の定義 (3.19)へ

適用すると、

D
(2D)
αα′ (r, t; r′, t′)

= −iθ(t − t′)
∞∑

n=0

∞∑
n′=0

∞∑
n′′=0

∞∑
n′′′=0

∫ ∞

−∞
dk

∫ ∞

−∞
dk′

∫ ∞

−∞
dk′′

∫ ∞

−∞
dk′′′

× exp
[
i {ωnα − ωn′α} t

]
exp

[
i {ωn′′α′ − ωn′′′α′} t′

]
×

〈[
Ĉ†

nkαĈn′k′α, Ĉ†
n′′k′′α′Ĉn′′′k′′′α′

]〉
× v∗

nk(r)vn′k′(r)v∗
n′′k′′(r′)vn′′′k′′′(r′) (4.23)

となり、量子数 n, kにそくした形に書き下せる。電子数密度演算子の交

換子積の期待値は 2次元場の演算子 Φ̂α(r, t)によるものからフェルミ演

算子 Ĉnkαによるものへと書き直せる。
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交換子積の計算

2次元電子数密度応答関数 D
(2D)
αα′ (r, t; r′, t′)を展開した結果現れたフェ

ルミ演算子の交換子積を計算する。

計算上簡単のために、フェルミ演算子を

Ĉ†
nkα = C†

1 , Ĉn′k′α = C2 , Ĉ†
n′′k′′α′ = C†

3 , Ĉn′′′k′′′α′ = C4 (4.24)

と書く。フェルミ演算子 Ĉnkα(t)の反交換関係 (2.64)は{
Ci, C

†
j

}
= δ(i, j) (4.25)

と書けるから、式 (4.23)中のフェルミ演算子の交換子積は[
C†

1C2, C
†
3C4

]
= C†

1C2C
†
3C4 − C†

3C4C
†
1C2

= C†
1

{
δ(2, 3) − C†

3C2

}
C4 − C†

1C2C
†
3C4

= δ(2, 3)C†
1C4 − C†

1C
†
3C2C4 − C†

1C2C
†
3C4

= δ(2, 3)C†
1C4 − C†

3C
†
1C4C2 − C†

1C2C
†
3C4

= δ(2, 3)C†
1C4 − C†

3

{
δ(1, 4) − C†

1C4

}
C2 − C†

1C2C
†
3C4

= δ(2, 3)C†
1C4 − δ(1, 4)C†

3C2 (4.26)

となる [70]。

大正準集団での期待値

交換子積の大正準集団における期待値を計算する。 β依存するフェル

ミ演算子について考察し、それを用いてフェルミ演算子の大正準集団で

の期待値を計算する。

まず、 β依存性を持つフェルミ演算子 Ĉnkα(β)について考察する。フェ
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ルミ演算子 Ĉnkα(β)の β依存性を

Ĉnkα(β) = exp
[
−βĤ(0)

]
Ĉnkα exp

[
βĤ(0)

]
(4.27)

と定義する。これを β-ハイゼンベルグ描像と呼ぶことにする。 β-ハイゼ

ンベルグ描像でのフェルミ演算子 Ĉnkα(β)を βについて微分することで、

フェルミ演算子 Ĉnkα(β)の β発展の方程式

∂

∂β
Ĉnkα(β) =

∂

∂β

(
exp

[
−βĤ(0)

]
Ĉnkα exp

[
βĤ(0)

])
= −Ĥ(0)

[
−βĤ(0)

]
Ĉnkα exp

[
βĤ(0)

]
+

[
−βĤ(0)

]
ĈnkαĤ(0) exp

[
βĤ(0)

]
= exp

[
−βĤ(0)

] {
− Ĥ(0)Ĉnkα + Ĥ(0)Ĉnkα

}
exp

[
βĤ(0)

]

= exp
[
−βĤ(0)

] [
Ĉnkα, Ĥ(0)

]
exp

[
βĤ(0)

]
(4.28)

を得る。右辺の交換子積は、ハミルトニアン (2.74)を用いて[
Ĉnkα, Ĥ(0)

]
=

∑
α′

∞∑
n′=0

∫ ∞

−∞
dk′Enα

[
Ĉnkα, Ĉ†

n′k′α′Ĉn′k′α′

]
(4.29)

と書ける。フェルミ演算子 Ĉnkαは正準反交換関係 (2.73)を満たすから、[
Ĉnkα, Ĥ(0)

]
=

∑
α′

∞∑
n′=0

∫ ∞

−∞
dk′En′α′δαα′δnn′δ(k − k′)Ĉn′k′α′

= EnαĈnkα (4.30)
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となり、結局、フェルミ演算子 Ĉnkα(β)の β発展の方程式は

∂

∂β
Ĉnkα(β) = Enα exp

[
−βĤ(0)

]
Ĉnkα exp

[
βĤ(0)

]
= EnαĈnkα(β) (4.31)

となる。よってフェルミ演算子 Ĉnkα(β)の β依存性

Ĉnkα(β) = exp [βEnα] Ĉnkα (4.32)

を得る。

次に、フェルミ演算子の大正準集団での期待値を計算する。大正準集

団における演算子の期待値の定義 (3.11)より、交換子の計算 (4.26)の結

果現れたフェルミ演算子の大正準集団における期待値は〈
Ĉ†

i Ĉj

〉
=

1

Z
Tr

{
eβĤ(0)

Ĉ†
i Ĉj

}
=

1

Z
Tr

{
Ĉ†

i Ĉje
βĤ(0)

}
=

1

Z
Tr

{
Ĉ†

i exp eβĤ(0)

e−βĤ(0)

Ĉje
βĤ(0)

}
=

1

Z
Tr

{
Ĉ†

i e
βĤ(0)

Ĉj(β)
}

(4.33)
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と書ける。ここで、フェルミ演算子の β依存性 (4.32)を用いると、〈
Ĉ†

i Ĉj

〉
=

1

Z
Tr

{
Ĉ†

i e
βĤ(0)

e−βEj Ĉj

}
= e−βEj

1

Z
Tr

{
Ĉ†

i e
βĤ(0)

Ĉj

}
= e−βEj

1

Z
Tr

{
eβĤ(0)

ĈjĈ
†
i

}
= e−βEj

1

Z
Tr

{
eβĤ(0)

[
δ(i, j) − Ĉ†

i Ĉj

]}
= δ(i, j)e−βEj

1

Z
Tr

{
eβĤ(0)

}
− e−βEj

1

Z
Tr

{
eβĤ(0)

Ĉ†
i Ĉj

}
= δ(i, j)e−βEj − e−βEj

〈
Ĉ†

i Ĉj

〉
(4.34)

となり、整理すると、大正準集団におけるフェルミ演算子の期待値〈
Ĉ†

i Ĉj

〉
= δ(i, j)

exp [−βEj]

1 + exp [−βEj]

= δ(i, j)
1

exp [βEi] + 1

= δ(i, j)f(Ei) (4.35)

を得る。ここで、 f(Ei)はフェルミ分布関数

f(Ei) =
1

exp [βEi] + 1
(4.36)

である。

式 (4.35)で得たフェルミ演算子の大正準集団における期待値を交換子

積 (4.26)へ適用すると、〈[
Ĉ†

1Ĉ2, Ĉ
†
3Ĉ4

]〉
= δ(2, 3)

〈
Ĉ†

1Ĉ4

〉
− δ(1, 4)

〈
Ĉ†

3Ĉ2

〉
= δ(1, 4)δ(2, 3)

{
f(E1) − f(E2)

}
(4.37)
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となり、交換子積の大正準集団における期待値〈[
Ĉ†

nkαĈn′k′α, Ĉ†
n′′k′′α′Ĉn′′′k′′′α′

]〉
= δαα′δnn′′′δn′n′′δ(k − k′′′)δ(k′ − k′′)

{
f(Ei) − f(Ej)

}
(4.38)

を得る。よって展開された 2次元電子数密度応答関数 (4.23)は

D
(2D)
αα′ (r, t; r′, t′)

= −iθ(t − t′)
∞∑

n=0

∞∑
n′=0

∞∑
n′′=0

∞∑
n′′′=0

∫ ∞

−∞
dk

∫ ∞

−∞
dk′

∫ ∞

−∞
dk′′

∫ ∞

−∞
dk′′′

× exp
[
i {ωnα − ωn′α} t

]
exp

[
i {ωn′′α′ − ωn′′′α′} t′

]
× δαα′δnn′′′δn′n′′δ(k − k′′′)δ(k′ − k′′)

{
f(Enα) − f(En′α)

}
× vnk(r)vn′k′(r)vn′′k′′(r′)vn′′′k′′′(r′)

= −iθ(t − t′)δαα′

∞∑
n=0

∞∑
n′=0

exp
[
i {ωnα − ωn′α} (t − t′)

]{
f(Enα) − f(En′α)

}
×

∫ ∞

−∞
dk

∫ ∞

−∞
dk′v∗

nk(r)vn′k′(r)v∗
n′k′(r′)vnk(r

′)

= δαα′

∞∑
n=0

∞∑
n′=0

Θnn′(t − t′)
{

f(Enα) − f(En′α)
}
Mnn′(r, r′) (4.39)

となる。関数 Θnn′(t − t′)、Mnn′(r, r′)はそれぞれ、

Θnn′(t − t′) = −iθ(t − t′) exp
[
i {ωnα − ωn′α} (t − t′)

]
(4.40)

Mnn′(r, r′) =

∫ ∞

−∞
dk

∫ ∞

−∞
dk′v∗

nk(r)vn′k′(r)v∗
n′k′(r′)vnk(r

′) (4.41)

と定義した。これらの関数 Θnn′(t − t′)、 Mnn′(r, r′)をフーリエ変換の

形にすることで、2次元電子数密度応答関数のフーリエ変換の具体的な関

数形を導く [72]。
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ステップ関数のフーリエ変換

まず、式 (4.40)で定義した関数 Θnn′(t− t′)をフーリエ変換の形に書き

下す。ステップ関数 θ(t − t′)はフーリエ変換

θ(t − t′) =
−1

2πi

∫ ∞

−∞
dω

e−iω(t−t′)

ω + iν
(4.42)

によって定義される。ここで、 νは正の微小量である。即ち ν → +0 と

する。これを用いると関数 Θnn′(t − t′)は

Θnn′(t − t′) = −iθ(t − t′) exp
[
i (ωnα − ωn′α) (t − t′)

]
=

1

2π

∫ ∞

−∞
dω

e−iω(t−t′′)

ω + iν
exp [i (ωnα − ωn′α) (t − t′)]

=
1

2π

∫ ∞

−∞
dω exp [−i {ω − (ωnα − ωn′α)} (t − t′)]

1

ω + iν

=
1

2π

∫ ∞

−∞
dωe−iω(t−t′) 1

ω + ωC (n − n′) + iν
(4.43)

と書ける。ここで、

Θnn′(ω) =
1

ω + ωC (n − n′) + iν
(4.44)

で定義される関数 Θnn′(ω)を用いることで、関数 Θnn′(t− t′)をフーリエ

変換の形

Θnn′(t − t′) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dωe−iω(t−t′)Θnn′(ω) (4.45)

に書き下せる。

波動関数のフーリエ変換

次に波動関数から成る関数Mnn′(r, r′)をフーリエ変換の形に書き下す。

2次元場の演算子 Φ̂α(r, t)の展開 (2.63)に用いられた 1粒子波動関数

vnk(r)は、ランダウ準位の波動関数 (2.58)であるから、関数Mnn′(r, r′)
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の波動関数を書き下すと

Mnn′(r, r′) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dk

∫ ∞

−∞
dk′e−ikx1un(x2 − l2k)eik′x1un′(x2 − l2k′)

× e−ik′x′
1un′(x′

2 − l2k′)eikx′
1un(x′

2 − l2k)

=
1

2π

∫ ∞

−∞
dk

∫ ∞

−∞
dk′ exp [i(k′ − k)(x1 − x′

1)]

× un(x2 − l2k)un′(x2 − l2k′)un′(x′
2 − l2k′)un(x′

2 − l2k)

(4.46)

と書ける。変数変換 k′ → p1 = k′ − k を行うと、関数Mnn′(r, r′)は

Mnn′(r, r′) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dp exp [ip1(x1 − x′

1)]

×
∫ ∞

−∞
dkun(x2 − l2k)un′(x2 − l2(k + p1))

× un′(x′
2 − l2(k + p1))un(x′

2 − l2k) (4.47)

と指数関数の項と波動関数の項へ分離できる。ここで波動関数を新たな

関数を

wn (x) = un(lx) = Nn exp

[
−x2

2

]
Hn [x] (4.48)

と定義する。ここで、規格化定数を

Nn =
1√

2nn!l
√

π
(4.49)
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と置いた。これを用いるとMnn′(r, r′)は

Mnn′(r, r′) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dp1 exp [ip1(x1 − x′

1)]

×
∫ ∞

−∞
dkwn

(x2

l
− lk

)
wn′

(x2

l
− lk − lp1

)
× wn′

(
x′

2

l
− lk − lp1

)
wn

(
x′

2

l
− lk

)

=
1

2π

∫ ∞

−∞
dp1 exp [ip1(x1 − x′

1)] Mnn′

(
x2

l
,
x′

2

l

)
(4.50)

となる。ここで kについての積分 Mnn′

(
x2

l
,
x′

2

l

)
を

Mnn′

(
x2

l
,
x′

2

l

)
=

∫ ∞

−∞
dkwn

(x2

l
− lk

)
wn′

(x2

l
− lk − lp1

)
× wn′

(
x′

2

l
− lk − lp1

)
wn

(
x′

2

l
− lk

)
(4.51)

とした。計算を見やすくするため、無次元量 ζ, ζ ′, η, η′を導入し、それぞれ

ζ =
x2

l
, ζ ′ =

x′
2

l
, η = lp1 , η′ = lk (4.52)

と定義する。これらを用いると積分 Mnn′

(
x2

l
,
x′

2

l

)
は

Mnn′

(
x2

l
,
x′

2

l

)
= Mnn′ (ζ, ζ ′)

=
1

l

∫ ∞

−∞
dη′wn(ζ − η′)wn′(ζ − η′ − η)wn′(ζ ′ − η′ − η)wn(ζ ′ − η′)

(4.53)

と書ける [72]。さらに、 η′ → η′′ = ζ ′ − η′ の変数変換を行い、積分

58



Mnn′ (ζ, ζ ′)を、 ζ, ζ ′が含まれる項と含まれない項に分離

Mnn′ (ζ, ζ ′) =
−1

l

∫ ∞

−∞
dη′′wn(ζ − ζ ′ + η′′)wn′(ζ − ζ ′ + η′′ − η)

× wn′(η′′ − η)wn(η′′) (4.54)

する。ここで、 ζ, ζ ′が含まれる項を

Ann′(ζ − ζ ′ + η′′, η) = wn(ζ − ζ ′ + η′′)wn′(ζ − ζ ′ + η′′ − η) (4.55)

と置く。関数 Ann′(ζ − ζ ′ + η′′, η)のフーリエ変換 Ãnn′(η, s)を

Ann′(ζ − ζ ′ + η′′, η) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
dsei(ζ−ζ′+η′′)sÃnn′(η, s) (4.56)

で定義する。このときフーリエ変換 Ãnn′(η, s)は、逆フーリエ変換するこ

とで、

Ãnn′(η, s) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
dη′′′e−iη′′′swn(η′′′)wn′(η′′′ − η) (4.57)

と書かれる。ここで、ζ − ζ ′ + η′′ = η′′′ とした。フーリエ変換 Ãnn′(η, s)

を用いると積分 Mnn′ (ζ, ζ ′)は

Mnn′ (ζ, ζ ′) =
−1√
2πl

∫ ∞

−∞
dη′′

∫ ∞

−∞
dsei(ζ−ζ′+η′′)sÃnn′(η, s)wn′(η′′ − η)wn(η′′)

=
−1

l

∫ ∞

−∞
dsei(ζ−ζ′)sÃnn′(η, s)

1√
2π

∫ ∞

−∞
dη′′eiη′′swn′(η′′ − η)wn(η′′)

(4.58)

と書ける。ここで、 η′′に関する積分は

1√
2π

∫ ∞

−∞
dη′′eiη′′swn′(η′′ − η)wn(η′′) = Ãnn′(η,−s) (4.59)

であるから、 Mnn′ (ζ, ζ ′)をフーリエ変換の形

Mnn′ (ζ, ζ ′) =
−1

l

∫ ∞

−∞
dsei(ζ−ζ′)sÃnn′(η, s)Ãnn′(η,−s) (4.60)
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で書き下せる。

次にフーリエ変換 Ãnn′(η, s)の具体的な関数形を求める。フーリエ変換

Ãnn′(η, s)を被積分関数 wn(x)の定義 (4.48)を用いて書き下すと

Ãnn′(η, s) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
dη′′′e−iη′′′sNn exp

[
−η′′′2

2

]
Hn [η′′′]

× Nn′ exp

[
−(η′′′ − η)2

2

]
Hn′ [η′′′ − η]

=
NnNn′
√

2π

∫ ∞

−∞
dη′′′ exp

[
−iη′′′s − η′′′2

2
− (η′′′ − η)2

2

]
Hn [η′′′] Hn′ [η′′′ − η]

=
NnNn′
√

2π
exp

[(
η − is

2

)2

− η2

2

]

×
∫ ∞

−∞
dη′′′ exp

[
−

(
η′′′ − η − is

2

)2
]

Hn [η′′′] Hn′ [η′′′ − η]

=

∫ ∞

−∞
dη′′′ exp

[
−

(
η′′′ +

is

2

)2
]

Hn

[
η′′′ +

η

2

]
Hn′

[
η′′′ − η

2

]

=
NnNn′
√

2π
exp

[(
η′′′ − is

2

)2

− η′′′2

2

]
Ãnn′(η, s) (4.61)

となる。ここで、エルミート多項式の積分を

Ãnn′(η, s) =

∫ ∞

−∞
dη′′′ exp

[
−

(
η′′′ +

is

2

)2
]

Hn

[
η′′′ +

η

2

]
Hn′

[
η′′′ − η

2

]
(4.62)

と置いた。ここで、複素数 z = η′′′ + iτ を用いて複素関数

A(z) = exp

[
−

(
z +

is

2

)2
]

Hn

[
z +

η

2

]
Hn′

[
z − η

2

]
(4.63)
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を定義し、複素積分

∮
dzA(z) =

∫ r

−r

dη′′′A(η′′′) + i

∫ −
s

2

0

dτA(r + iτ)

+

∫ −r

r

dη′′′A
(
η′′′ − i

s

2

)
+ i

∫ 0

−
s

2

dτA(−r + iτ) (4.64)

について考える。この経路にそった複素積分では r → ∞ のとき、第 2項

及び第 4項は 0になる。即ち

lim
r→∞

∫ −
s

2

0

dτA(r + iτ) = lim
r→∞

∫ 0

−
s

2

dτA(−r + iτ) = 0 (4.65)

である。また、コーシーの積分定理より周回積分は∮
dzA(z) = 0 (4.66)

であるから、エルミート多項式の積分 Ãnn′(η, s)は

Ãnn′(η, s) = lim
r→∞

∫ r

−r

dη′′′A(η′′′) = − lim
r→∞

∫ −r

r

dη′′′A
(
η′′′ − i

s

2

)
=

∫ ∞

−∞
dη′′′ exp

[
−η′′′2]Hn

[
η′′′ − i

s

2
+

η

2

]
Hn′

[
η′′′ − i

s

2
− η

2

]
=

∫ ∞

−∞
dη′′′ exp

[
−η′′′2]Hn

[
η′′′ +

η − is

2

]
Hn′

[
η′′′ − η + is

2

]
(4.67)

と書き直すことができる。積分を実行するために、エルミート多項式に

ついての積分の公式∫ ∞

−∞
dxe−x2

Hm [x + y] Hn [x + z] = 2n
√

πm!zn−mLn−m
m (−2yz) , (m ≤ n)

(4.68)
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を用いる [68]。ここで、 Ln−m
m (−2yz)はラゲール多項式であり、

Lα
n(x) =

∞∑
m=0

(−1)m

(
n + α

n − m

)
xm

m!
(4.69)

で定義される [68]。ラゲール多項式の定義には微分形もあり、

Lα
n(x) =

1

n!
exx−α dn

dxn

(
e−xxn+α

)
(4.70)

である [68]。積分 Ãnn′(η, s)へ公式 (4.68)を適用することで、 Ãnn′(η, s)

の具体的な関数形

Ãnn′(η, s) =


2n′√

πn!

(
−η + is

2

)n′−n

Ln′−n
n

(
η2 + s2

2

)
(n ≤ n′)

2n
√

πn′!

(
η − is

2

)n−n′

Ln−n′

n′

(
η2 + s2

2

)
(n′ ≤ n)

(4.71)

を得る [72]。これを用いればMnn′ (ζ, ζ ′)は

Mnn′ (ζ, ζ ′) =
−1

l

∫ ∞

−∞
dsei(ζ−ζ′)s NnNn′

√
2π

exp

[(
η′′′ − is

2

)2

− η′′′2

2

]
Ãnn′(η, s)

× NnNn′
√

2π
exp

[(
η′′′ + is

2

)2

− η′′′2

2

]
Ãnn′(η,−s)

=
−1

2πl3

∫ ∞

−∞
dsei(ζ−ζ′)sΛnn′ (η, s) (4.72)

となり、フーリエ変換の形で書き下すことができる。ここで、フーリエ

変換 Λnn′ (η, s)の具体的な関数形は、 n ≤ n′のとき、

Λnn′ (η, s) = Λ
(n≤n′)
nn′ (η, s)

=
n!

n′!
exp

[
−

(
η2 + s2

2

)2
](

η2 + s2

2

)n′−n {
Ln′−n

n

(
η2 + s2

2

)}2

(4.73)
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であり、 n′ ≤ nのとき

Λnn′ (η, s) = Λ
(n′≤n)
nn′ (η, s)

=
n′!

n!
exp

[
−

(
η2 + s2

2

)2
](

η2 + s2

2

)n−n′ {
Ln−n′

n′

(
η2 + s2

2

)}2

(4.74)

である。無次元量の定義 (4.52)及び sを x2 − x′
2に共役な変数 p2で

s = lp2 (4.75)

と書くと、 Mnn′

(
x2

l
,
x′

2

l

)
の p2に関するフーリエ変換

Mnn′

(
x2

l
,
x′

2

l

)
=

−1

2πl2

∫ ∞

−∞
dp2e

i(x2−x′
2)p2Λnn′ (lp1, lp2) (4.76)

を得る。よって波動関数の積分Mnn′(r, r′)をフーリエ変換の形

Mnn′(r, r′) =
−1

(2π)2l2

∫ ∞

−∞
dp1

∫ ∞

−∞
dp2e

ip1(x1−x′
1)eip2(x2−x′

2)Λnn′(lp1, lp2)

=
−1

(2π)2l2

∫
d2peip·(r−r′)Λnn′(lp) (4.77)

で書き下すことができる。ここでp = (p1, p2) は 2次元波数ベクトルであ

る。また、フーリエ変換 Λnn′(lp)の具体的な関数形は、 n ≤ n′のとき、

Λnn′(lp) = Λ
(n≤n′)
nn′ (lp)

=
n!

n′!
exp

[
−

(
l2p2

2

)2
] (

l2p2

2

)n′−n {
Ln′−n

n

(
l2p2

2

)}2

(4.78)
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であり、 n′ ≤ nのとき

Λnn′(lp) = Λ
(n′≤n)
nn′ (lp)

=
n′!

n!
exp

[
−

(
l2p2

2

)2
] (

l2p2

2

)n−n′ {
Ln−n′

n′

(
l2p2

2

)}2

(4.79)

である [72]。ここで、 p = |p|とした。

2次元電子数密度応答関数のフーリエ変換

2次元電子数密度応答関数 D
(2D)
αα′ (r, t; r′, t′)のフーリエ変換を

D
(2D)
αα′ (r, t; r′, t′) =

1

(
√

2π)3

∫ ∞

−∞
dω

∫
d2peip·(r−r′)−iω(t−t′)D̃

(2D)
αα′ (p, ω)

(4.80)

で定義すると、式 (4.45)で得た関数 Θnn′(t− t′)のフーリエ変換及び、式

(4.77)で得た波動関数の積分Mnn′(r, r′)のフーリエ変換から、2次元電

子数密度応答関数 D
(2D)
αα′ (r, t; r′, t′)のフーリエ変換は

D̃
(2D)
αα′ (p, ω) =

−δαα′

(
√

2π)3l2

∞∑
n=0

∞∑
n′=0

Θnn′(ω)
{

f(Enα) − f(En′α)
}

Λnn′(lp)

(4.81)

となる。ここで、関数 Λnn′(lp)の具体的な関数形 (4.78)(4.79)より、

Λ
(n≤n′)
nn′ (lp) = Λ

(n′≤n)
n′n (lp) (4.82)
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であるから、2次元電子数密度応答関数のフーリエ変換 D̃
(2D)
αα′ (p, ω)の第

2項の和は

∞∑
n=0

∞∑
n′=0

Θnn′(ω)f(En′α)Λnn′(lp)

=
∞∑

n′=0

∞∑
n=0

Θn′n(ω)f(Enα)Λn′n(lp)

=
∞∑

n′=0

n′∑
n=0

Θn′n(ω)f(Enα)
{

Λ
(n′≤n)
n′n (lp) + Λ

(n≤n′)
n′n (lp)

}

=
∞∑

n′=0

n′∑
n=0

Θn′n(ω)f(Enα)
{

Λ
(n≤n′)
nn′ (lp) + Λ

(n′≤n)
nn′ (lp)

}

=
∞∑

n′=0

∞∑
n=0

Θn′n(ω)f(Enα)Λnn′(lp) (4.83)

と書ける。結局、2次元電子数密度応答関数のフーリエ変換 D̃
(2D)
αα′ (p, ω)

は、量子数 nαにおけるフェルミ分布関数 f(Enα)のみを用いて

D̃
(2D)
αα′ (p, ω) =

−δαα′

(
√

2π)3l2

∞∑
n=0

∞∑
n′=0

{Θnn′(ω) − Θn′n(ω)} f(Enα)Λnn′(lp)

(4.84)

と書き直せる [72]。

実数部分及び虚数部分への分離

2次元電子数密度応答関数のフーリエ変換 D̃
(2D)
αα′ (p, ω)を実数部分と虚

数部分へ分離する。

2次元電子数密度応答関数のフーリエ変換 D̃
(2D)
αα′ (p, ω)において、複素

数値は関数 Θnn′(ω)のみがとりうるため、関数 Θnn′(ω)を実数部分と虚
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数部分へ分離する。今、関数 Θnn′(ω)の積分を考えると∫ ∞

−∞
dωΘnn′(ω) =

∫ ∞

−∞
dω

1

ω + ωC (n − n′) + iν

=

∫ ∞

−∞
dω

ω + ωC (n − n′)

{ω + ωC (n − n′)}2 − i

∫ ∞

−∞
dω

ν

{ω + ωC (n − n′)}2 (4.85)

である。ここで、コーシーの主値積分から関数 Θnn′(ω)の積分は∫ ∞

−∞
dωΘnn′(ω) =

∫ ∞

−∞
dω

1

ω + ωC (n − n′) + iν

= P

∫ ∞

−∞
dω

1

ω + ωC (n − n′)
− iπ

∫ ∞

−∞
dωδ {ω + ωC (n − n′)} (4.86)

とも書ける。比較することで、関数 Θnn′(ω)を

Θnn′(ω) =
ω + ωC (n − n′)

{ω + ωC (n − n′)}2 − iπδ {ω + ωC (n − n′)} (4.87)

と実数部分と虚数部分へ分離することができる。よって 2次元電子数密

度応答関数のフーリエ変換 D̃
(2D)
αα′ (p, ω)を実数部分と虚数部分へ分離

D̃
(2D)
αα′ (p, ω) = <D̃

(2D)
αα′ (p, ω) + i=D̃

(2D)
αα′ (p, ω) (4.88)

すると、実数部分項 <D̃
(2D)
αα′ (p, ω)は

<D̃
(2D)
αα′ (p, ω) =

−δαα′

(
√

2π)3l2

∞∑
n=0

f(Enα)
∞∑

n′=0

−2ωC(n − n′)

ω2 − ω2
C(n − n′)2

Λnn′(lp)

(4.89)
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となり、虚数部分項 =D̃
(2D)
αα′ (p, ω)は

=D̃
(2D)
αα′ (p, ω) =

−δαα′π

(
√

2π)3l2

∞∑
n=0

f(Enα)Λnn′(lp)

×
∞∑

n′=0

[δ {ω + ωC (n − n′)} − δ {ω + ωC (n′ − n)}]

(4.90)

となる。

今、長波長近似 p << 1を用いると関数 Λnn′(lp)は l2p2

2
についてテイ

ラー展開でき、結局、2次元電子数密度応答関数のフーリエ変換の実数部

分項 <D̃
(2D)
αα′ (p, ω)の具体的な関数形

<D̃
(2D)
αα′ (p, ω) =

−δαα′

(
√

2π)3

2ωC

l2

[
1

ω2 − ω2
C

{
∞∑

n=0

f(Enα)

}
l2p2

2

+

{
1

ω2 − 4ω2
C

− 1

ω2 − ω2
C

} {
∞∑

n=0

f(Enα)(2n + 1)

}(
l2p2

2

)2

+ · · ·

]
(4.91)

を得る。スピンに関する和をとると、

D(p, ω) =
∑
αα′

<D̃
(2D)
αα′ (p, ω)

=
−1

(
√

2π)3

2ωC

l2

[
1

ω2 − ω2
C

{∑
α

∞∑
n=0

f(Enα)

}
l2p2

2

+

{
1

ω2 − 4ω2
C

− 1

ω2 − ω2
C

} {∑
α

∞∑
n=0

f(Enα)(2n + 1)

}(
l2p2

2

)2

+ · · ·

]
(4.92)

となる。ここで、フェルミ分布関数 f(Enα)の和を

A1 =
∑

α

∞∑
n=0

f(Enα) , A2 =
∑

α

∞∑
n=0

f(Enα)(2n + 1) (4.93)
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と置く。これは強磁場下に置かれた多電子系の輸送理論において頻繁に

現れる量である [71]。これを用いると 2次元電子数密度応答関数のフー

リエ変換 D(p, ω)の具体的な関数形は

D(p, ω) =
−1

(
√

2π)3

2ωC

l2

[
1

ω2 − ω2
C

A1
l2p2

2
+

{
1

ω2 − 4ω2
C

− 1

ω2 − ω2
C

}
A2

(
l2p2

2

)2

+ · · ·

]

=
−1√
2π

1

ω2 − ω2
C

ωC

2π
A1p

2 +
−1√
2π

{
1

ω2 − 4ω2
C

− 1

ω2 − ω2
C

}
ωC

2π

l2A2

2
p4

(4.94)

となる [72]。

4.2.2 Γ(p)の具体的な関数形

Γ(p)の具体的な関数形を求める。

2次元電子系の x3方向の電子数密度分布が正規分布であると仮定する。

即ち、 x3方向の波動関数 χ(x3)について、

|χ(x3)|2 =
a√
2π

exp

[
−a2x2

3

2

]
(4.95)

とガウス関数型を仮定する。 aは 2次元電子系の厚みに関する量である。

2次元電子系の厚み dを、電子の 99 %が含まれる範囲と仮定する。即ち、∫ d/2

−d/2
|χ(x3)|2 = 0.99と仮定すると、a = 5/dとなる [33]。2次元電子系の

x3方向の波動関数の 2乗 |χ(x3)|2のフーリエ変換 σ(p3)はその定義 (4.8)
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より、

σ(p3) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
dx3e

−ip3x3 |χ(x3)|2

=
a

2π

∫ ∞

−∞
dx3 exp

[
−a2x2

3

2
− ip3x3

]

=
a

2π
exp

[
−p2

3

2a2

] ∫ ∞

−∞
dx3 exp

[
−1

2

(
ax3 +

ip3

a

)2
]

=
a

2π
exp

[
−p2

3

2a2

] ∫ ∞

−∞
dx3 exp

[
−a2

2

(
x3 +

ip3

a2

)2
]

(4.96)

と書ける。さらに、複素数 z = x3 + iτ についての周回積分は∮
dz exp

[
−a2

2
z2

]

=

∫ ∞

−∞
dx3 exp

[
−a2

2

(
x3 +

ip3

a2

)2
]

+

∫ ∞

−∞
dx3 exp

[
−a2x2

3

2

]

= 0 (4.97)

となるから、積分を実行でき、関数 σ(p3)の具体的な関数形

σ(p3) =
a

2π
exp

[
−p2

3

2a2

] ∫ ∞

−∞
dx3 exp

[
−a2x2

3

2

]

=
a

2π

√
2

a
exp

[
−p2

3

2a2

] ∫ ∞

−∞
dye−y2

=
1√
2π

exp

[
−p2

3

2a2

]
(4.98)

を得る。

式 (4.98)で得た関数 σ(p3)の具体的な関数形を用いて、関数 Γ(p)の具

体的な関数形を決定する。を用いて、関数 Γ(p)の定義 (4.20)へ関数 σ(p3)
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の関数形 (4.98)を適用すると、

Γ(p) = 2π

∫ ∞

−∞
dp3

σ(−p3)σ(p3)

p2 + p2
3

=

∫ ∞

−∞
dp3

1

p2 + p2
3

exp

[
−p2

3

a2

]

= 2

∫ ∞

0

dp3
1

p2 + p2
3

exp

[
−p2

3

a2

]
(4.99)

となる。ここで、ガウス関数の積分は∫ ∞

0

dx
e−a2x2

x2 + b2
=

√
π

b
ea2b2Erfc(ab) (4.100)

であることが知られている。 Erfc(ab)は誤差関数であり、

Erfc(x) =

∫ ∞

x

e−t2dt =

√
π

2
− x +

x3

3
− x5

10
+ · · · (4.101)

で定義される [73,74]。ガウス関数の積分に関する公式 (4.100)より、関数

Γ(p)の具体的な関数形

Γ(p) = 2

√
π

p
exp

[
−p2

a2

]
Erfc

(p

a

)
(4.102)

を得る。ここで、2次元電子数密度応答関数のときと同様、長波長近似に

おいて Γ(p)を p/aについてテイラー展開すると、関数 Γ(p)の具体的な
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関数形は

Γ(p) = 2

√
π

p

{
1 +

(p

a

)2

+
1

2

(p

a

)4

+
1

6

(p

a

)6

+ · · ·
}

×
{√

π

2
−

(p

a

)
+

1

3

(p

a

)3

− 1

10

(p

a

)5

+ · · ·
}

= 2

√
π

p

[√
π

2
− x +

√
π

2

(p

a

)2

− 2

3

(p

a

)3

+

√
π

4

(p

a

)4

− 4

15

(p

a

)5

+ · · ·
]

=
π

p

[
1 − 2√

π
x +

(p

a

)2

− 4

3
√

π

(p

a

)3

+
1

2

(p

a

)4

− 8

15
√

π

(p

a

)5

+ · · ·
]

(4.103)

となる。

4.2.3 マグネトプラズモンの分散関係

求めた 2次元応答関数のフーリエ変換 (4.94)及び関数 Γ(p)の具体的な

関数形 (4.103)を 2次元電子系におけるマグネトプラズモンの分散関係を

与える式 (4.22)に代入することで、2次元電子系におけるマグネトプラズ

モンの分散関係を導出する。

式 (4.94)で関数形を求めた 2次元電子数密度応答関数のフーリエ変換

D(p, ω)を、2次元電子系におけるマグネトプラズモンの分散関係を与え
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る式 (4.22)の左辺へ代入すると

2
√

2πe2

h̄ε
Γ(p)D(p, ω)

=
2
√

2πe2

h̄ε
Γ(p)

−1√
2π

1

ω2 − ω2
C

ωC

2π
A1p

2

+
2
√

2πe2

h̄ε
Γ(p)

−1√
2π

{
1

ω2 − 4ω2
C

− 1

ω2 − ω2
C

}
ωC

2π

l2A2

2
p4

=
−1

ω2 − ω2
C

e2ωC

h̄πε
A1Γ(p)p2

−
{

1

ω2 − 4ω2
C

− 1

ω2 − ω2
C

}
e2ωC

h̄πε

l2

2
A2Γ(p)p4 (4.104)

となる。ここで、

e2ωC

h̄πε
A1 = Ã1 ,

e2ωC

h̄πε

l2

2
A2 = Ã2 (4.105)

と置くと、式 (4.22)は

Ã1

ω2 − ω2
C

Γ(p)p2 +

{
1

ω2 − 4ω2
C

− 1

ω2 − ω2
C

}
Ã2Γ(p)p4 = 1 (4.106)

となる。整理すると

(ω2 − 4ω2
C)(ω2 − ω2

C) = (ω2 − 4ω2
C)Ã1Γ(p)p2 + 3ω2

CÃ2Γ(p)p4 (4.107)

となる。この方程式を ω2について、 p4までの近似で解く。

計算上簡単のために

ω2 − 4ω2
C = x (4.108)

と置く。これを用いれば式 (4.107)は

x(x + 3ω2
C) = xÃ1Γ(p)p2 + 3ω2

CÃ2Γ(p)p4 (4.109)
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となるから、 xについて整理すると、2次方程式

x2 + {3ω2
C − Ã1Γ(p)p2}x − 3ω2

CÃ2Γ(p)p4 = 0 (4.110)

を得る。この方程式の解は、2次方程式の解の公式より

x =
1

2
{−3ω2

C + Ã1Γ(p)p2} ± 1

2

√
{3ω2

C − Ã1Γ(p)p2}2 + 12ω2
CÃ2Γ(p)p4

=
3

2
ω2

C +
1

2
Ã1Γ(p)p2 ±

√{
3

2
ω2

C − 1

2
Ã1Γ(p)p2

}2

+ 3ω2
CÃ2Γ(p)p4

(4.111)

である。ここで、{
3

2
ω2

C − 1

2
Ã1Γ(p)p2

}2

+ 3ω2
CÃ2Γ(p)p4 = D (4.112)

と置き、 ω2について書き直すと、2次元電子系におけるマグネトプラズ

モンの分散関係は

ω2 =
5

2
ω2

C +
1

2
Ã1Γ(p)p2 ±

√
D (4.113)

となる。

√
D(p)の計算

2次元電子系におけるマグネトプラズモンの分散関係 (4.113)を具体的

に書き下すため
√
D(p)を計算する。
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D(p)の定義 (4.112)より、

D =

{
3

2
ω2

C − 1

2
Ã1Γ(p)p2

}2

+ 3ω2
CÃ2Γ(p)p4

=
9

4
ω4

C − 3

2
ω2

CÃ1Γ(p)p2 +
1

4
Ã2

1{Γ(p)}2p4 + 3ω2
CÃ2Γ(p)2p4

=
9ω4

C

4

[
1 − 2

3

Ã1

ω2
C

Γ(p)p2 +
1

9

Ã2
1

ω4
C

{Γ(p)}2p4 +
4

3

Ã2

ω2
C

Γ(p)p4

]

=
9ω4

C

4

(
1 + [I] + [II] + [III]

)
(4.114)

である。ここで、関数 Γ(p)を含む第 1項、第 2項、第 3項を [I]、 [II]、

[III]と置いた。式 (4.103)で求めた関数 Γ(p)の関数形を用いて、 [I]、 [II]、

[III]を

[I] =
−2

3

Ã1

ω2
C

Γ(p)p2

=
−2

3

Ã1

ω2
C

2
√

π

p

[√
π

2
− x +

√
π

2

(p

a

)2

− 2

3

(p

a

)3
]

p2

=
−2π

3

Ã1

ω2
C

{
p − 2√

π

p2

a
+

p3

a2
− 4

3
√

π

p4

a3

}
(4.115)

[II] =
1

9

Ã2
1

ω4
C

{Γ(p)}2p4

=
1

9

Ã2
1

ω4
C

[
2
√

π

p

{√
π

2
− x +

√
π

2

(p

a

)2

− 2

3

(p

a

)3
}]2

p4

=
π2

9

Ã2
1

ω4
C

{
p2 − 4√

πa
p3 +

2π + 4

π

1

a2
p4

}
(4.116)
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[III] =
4

3

Ã2

ω2
C

Γ(p)p4

=
4

3

Ã2

ω2
C

2
√

π

p

[√
π

2
− x +

√
π

2

(p

a

)2

− 2

3

(p

a

)3
]

p4

=
4π

3

Ã2

ω2
C

{
p3 − 2√

πa
p4

}
(4.117)

と書き下し、 pについて整理すると、 Dは

D =
9ω4

C

4

[
1 +

−2π

3

Ã1

ω2
C

p +

{
4
√

π

3

Ã1

ω2
C

1

a
+

π2

9

Ã2
1

ω4
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}
p2

+

{
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√
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1

a2
− 4π

√
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Ã2
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ω4
C

1

a
+

4π
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Ã2

ω2
C

}
p3

+

{
8
√

π

9

Ã1

ω2
C

1

a3
+

2π(π + 2)

9

Ã2
1

ω4
C

1

a2
− 8

√
π

3

Ã2

ω2
C

1

a

}
p4

]
(4.118)

となる。ここで、各項の係数を

C1 =
−2π

3

Ã1

ω2
C

(4.119)

C2 =
4
√

π

3

Ã1

ω2
C

1

a
+

π2

9

Ã2
1

ω4
C

(4.120)

C3 =
−2

√
π

3

Ã1

ω2
C

1

a2
− 4π

√
π

9

Ã2
1

ω4
C

1

a
+

4π

3

Ã2

ω2
C

(4.121)

C4 =
8
√

π

9

Ã1

ω2
C

1

a3
+

2π(π + 2)

9

Ã2
1

ω4
C

1

a2
− 8

√
π

3

Ã2

ω2
C

1

a
(4.122)

と置き、新たな関数

G = C1p + C2p
2 + C3p

3 + C4p
4 (4.123)

75



を用いると、 Dは Gについてテイラー展開でき、

√
D =

3ωC

2

√
1 + G

=
3ωC

2

(
1 +

G
2
− G2

8
+

G3

16
− 5

128
G4 + · · ·

)

=
3ωC

2

{
1 +

C1

2
p +

(
C2

2
− C2

1

8

)
p2 +

(
C3

2
− C1C2

4
+

C3
1

16

)
p3

+

(
C4

2
− 2C1C3 + C2

2

8
+

3C2
1C2

16
+

5C4
1

128

)
p3

}
(4.124)

となる。各係数 C1、 C2、 C3、 C4を代入することで、

√
D =

3ω2
C

2
− π

2
Ã1p +

πÃ1

a
p2 +

(
−πÃ1

2

1

a2
+ πÃ2

)
p3

+

(
2
√

π

3

Ã1

a3
− 2

√
π

Ã2

a
+

π2

3

Ã1Ã2

ω2
C

)
p4 (4.125)

となる。これをマグネトプラズモンの分散関係の式 (4.113)へ代入し、Ã1、

Ã2の定義 (4.105)を用いれば、2つの分散関係の式

ω2

ω2
C

= 4 + γ

{
A2

2
(lp)2 +

(
γA1A2

6
− A2√

πλ

)
(lp)4

}
≡ Ω2

+(lq) (4.126)

ω2

ω2
C

= 1 + γ

{
A1lp − 2A1√

πλ
(lp)2 +

(
A1

λ2
− A2

2

)
(lp)3

+

(
−4A1

3
√

πλ3
+

A2√
πλ

− γA1A2

6

)
(lp)4

}
≡ Ω2

−(lp)

(4.127)

を得る。これが 2次元電子系のマグネトプラズモン分散関係である。こ
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こで、 γ、 λは無次元量であり、

γ =
e2

h̄εlωC

, λ =
5l

d
(4.128)

と定義した。
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第5章 結果及び考察

第 3章では強磁場下 2次元電子系のダイナミクスを第 2量子化された

電子場の演算子を用いて扱い、ハイゼンベルグ描像の場の演算子に関し

て線形応答理論を定式化した。第 4章では電子系とスカラー場A0の相互

作用を線形応答理論で扱った。本論文ではスカラー場A0は古典場とし、

ポアソン方程式の電荷密度項を第 2量子化された電子場演算子で構成さ

れる電子密度演算子の期待値とした。この電子密度演算子の期待値をス

カラー場A0に対する線形応答で近似する。その結果、スカラー場A0の

ポアソン方程式の電荷密度項はA0の空間および時間に関する積分を含む

ことになり，A0の積分方程式となる。この積分方程式は異なる時間での

A0を含むため、結果的に A0のダイナミクスを与える。これが自己無撞

着線形応答近似の基本的な考え方である。本研究で得た強磁場下 2次元

電子系のマグネトプラズモンの分散関係は (4.126)と (4.127)である。こ

れらの式で、フェルミ分布関数の和に関する量 A1, A2及び無次元量 γ, λ

はそれぞれ式 (4.93)、(4.128)で定義した。ここではまず、A1, A2につい

て考える。A1, A2はフェルミ分布関数の和に関する量である。ランダウ

準位では単位面積当たりの縮退が eB/hcで与えられるから、2次元電子

系の全電子数密度の期待値、及び全エネルギー期待値はそれぞれ

eB

hc

∑
α

∞∑
n=0

f(Enα) = 〈N〉 ,
eB

hc

∑
α

∞∑
n=0

f(Enα)h̄ωC

(
n +

1

2

)
= 〈E〉

(5.1)

となり、フェルミ分布関数の和で与えられる。このことから、 A1, A2は

その定義 (4.93)より

A1 =
hc

eB
〈N〉 , A2 =

4πω2
C

m
〈E〉 (5.2)
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と書け、 A1は全電子数密度の期待値に関する項、 A2は全エネルギー期

待値に関する項であることが分かる。

次に、式 (4.126)(4.127)に現れた厚みの効果を無視した場合について考

える。即ち d → 0の極限をとる。このとき、本研究で導出したマグネトプ

ラズモンの分散関係 (4.126)(4.127)は、HoringとYildizにより得られた結

果 [75]と一致する。また、マグネトプラズモンモード (4.127)へ、 A1, A2

の定義 (4.93)及び無次元量 γ, λの定義 (4.128)を代入し、波数 pについて

１次までをとることで、プラズモンの分散関係は

ω2 = ω2
C +

2πe2 〈N〉
mε

p (5.3)

となる。これは Bernsteinによって得られた結果 [76]と一致する。彼は

マクスウェル方程式とボルツマン方程式を線形近似を用いて古典的に計

算した。しかし、我々は量子多体系の理論を用いて計算を行った。その

ため、得られたマグネトプラズモンモード (4.126)(4.127)にフェルミ分布

関数が現れ、量子効果への応用が可能となった。また、分散関係 (5.3)は

B → 0の極限でよく知られたプラズモンモード [18]となる。

5.1 実験との比較

本節では我々の得たマグネトプラズモンモード (4.126)(4.127)の妥当性

を検証するため、実験結果と比較する。今回比較する実験結果はBatke等

によって測定されたものである [40]。また、本節は文献 [77]に準拠する。

Batke等の実験において、2次元電子系の電子数密度 N2DES はサンプ

ルの電子数密度 NS で与えられている。このとき、マグネトプラズモン

モード (4.126)(4.127)における電子数密度の期待値 〈N〉は与えられた電
子数密度 NSで

〈N〉 = NS (5.4)

と置き換えられる。また、サンプルは熱浴中に置かれており温度は一定

にを保たれているから、 A1, A2のフェルミ分布関数に現れる化学ポテン
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シャルは、

eB

hc

∑
α

∞∑
n=0

f(Enα) = NS (5.5)

を解いて求められ、電子数密度NS、温度 T、磁場Bの関数 ν = ν(NS, T, B)

で表される。しかし一般にこの方程式を解くことは困難である。そのた

め A2の値を決めることができない。しかし、極低温 (T → 0)において

は、フェルミ分布関数の性質を用いて A2の値を決定することが可能であ

る。極低温におけるフェルミ分布関数は、2次元電子系が占める最も高い

ランダウ準位を M とすると、

f(Enα) '

1 (0 ≤ n ≤ M)

0 (M ≤ n)
(5.6)

で近似される。この近似より、フェルミ分布関数の和は

∑
α

∞∑
N=0

f(Enα) ' 2(M + 1) ,
∑

α

∞∑
N=0

f(Enα)n ' M(M + 1) (5.7)

となるから、 A2はその定義 (4.93)より

A2 = 2
∑

α

∞∑
N=0

f(Enα)n + A1 '
A2

1

2
(5.8)

となる。期待値の置き換え (5.4)及び A2の近似 (5.8)を用いれば、マグネ

トプラズモンモード (4.126)(4.127)は磁場 Bと波数 pの関数となる。文献

[40]において、Batke等はマグネトプラズモンの振動数 ν = ω/2πc (cm−1)

を固定した波数 pについて磁場 Bの関数としてプロットしている。そこ

で、我々が得たマグネトプラズモンの振動数 (4.126)(4.127)から、新たに

プラズモンモード

ν±(B, p) =
ωC

2πc
Ω±(lp) (5.9)

を定義する。このマグネトプラズモンモード (5.9)を文献 [40]のパラメー

ターを用いてプロットし、Batke等の結果 (文献 [40]の図 7)と比較する。
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文献 [40]で用いられたサンプルは AlxGa1−xAs-GaAsヘテロ構造上に形

成された 2次元電子系である。その厚み d、電子数密度 Ns、有効電子質

量 m、誘電率 εはそれぞれ d = 8× 10−6 (cm)、 Ns = 6.7× 1011 (cm−2)、

m = 0.071m0、 ε = 12である。 m0は電子の静止質量である。また、入

射電場の波数は q1 = 0.72 × 105 (cm−1)及び q2 = 1.44 × 105 (cm−1)の 2

種類である。これらのパラメーターを用いて、マグネトプラズモンモー

ド (5.9)を与えられた波数 pにおける磁場 Bの関数としてプロットする。

波数 p = q1についてのマグネトプラズモンモードを図 5.1にプロットし

た。波数 p = q2についてのマグネトプラズモンモードを図 5.2にプロッ

トした。図 5.3に 2つの波数 q1, q2についての理論的に得たマグネトプラ

ズモンモードを重ねてプロットした。

図 5.1から、理論的に得られた曲線と実験結果は、 BC(q1) ≈ 1 (T)と

すると、 BC < Bのとき非常によく一致することが読み取れる。しかし、

B < BCのとき理論曲線は実験とのずれが大きくなることが分かる。同様

に図 5.2から、 BC(q2) ≈ 2 (T)とすると、 BC < Bのとき非常によく一

致することが読み取れる。しかし、 B < BC のとき理論曲線は実験との

ずれが大きくなることが分かる。このずれはマグネトプラズモンモード

を求めるために lpでテイラー展開したことに起因すると思われる。我々

は展開の条件として長波長極限の下 lpの値を小さいものと仮定した。今

回比較に用いた入射電場の波長は B < BC(p)のとき lpの値が無視でき

ない大きさをとったと考えられる。実際、図 5.3からも読み取れる通り、

BC(p)の値は波数 pが小さくなるにつれて 0に近づく。さらに、 p → 0

の極限ではよく知られたプラズモンモード (5.3)を与える。これらのこと

から、我々の得たマグネトプラズモンモード (4.126)(4.127)は長波長にお

いては有効であると考えられる。また、BC(q1)、BC(q2)のみでは BC(p)

の定量的な p依存性を決定することはできないが、我々の得たマグネト

プラズモンモード (4.126)(4.127)の適用範囲についての一定の基準を得る

ことに成功した。

3MAGNETIC INDUCTION DEPENDENCE OF THE DISPERSION OF MAG-
NETOPLASMON IN A TWO-DIMENSIONAL ELECTRON GAS WITH FINITE
LAYER THICKNESS, T. UCHIDA, N. HIRAIWA, K. YAMADA, M. FUJITA and
T. TOYODA, International Journal of Modern Physics B, Vol. 28, No. 6 (2014)
1450044, Copyright@2014 World Scientific Publishing Company
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図 5.1: q1 = 0.72 × 105 (cm−1)におけるマグネトプラズモンモード ν(B, q1)の
B依存性のプロット　太線は式 (5.9)で得た理論的モード ν±(B, q1)である。濃
い点は測定値 (文献 [40]の図 7)である。2本の細点線はそれぞれサイクロトロ
ン振動数 ωC/2πc及び 2ωC/2πcである。本図は文献 [77]より引用した3。
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図 5.2: q2 = 1.44 × 105 (cm−1)におけるマグネトプラズモンモード ν(B, q2)の
B依存性のプロット　太線は式 (5.9)で得た理論的モード ν±(B, q2)である。濃
い点は測定値 (文献 [40]の図 7)である。2本の細点線はそれぞれサイクロトロ
ン振動数 ωC/2πc及び 2ωC/2πcである。本図は文献 [77]より引用した3
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図 5.3: 式 (5.9)で得た理論的モード ν±(B, p)のプロット　太線は q1 = 0.72 ×
105 (cm−1)におけるマグネトプラズモンモード ν±(B, q1)、点線は q2 = 1.44 ×
105 (cm−1) におけるマグネトプラズモンモード ν±(B, q1) である。本図は文
献 [77]より引用した3。
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第6章 結論

本論文では、強磁場下 2次元電子系の量子多体論から出発して自己無撞

着線形応答近似を用いることで、2次元電子系におけるマグネトプラズモ

ンの分散関係の式 (4.126)(4.127)を導出した。また、得られたマグネトプ

ラズモンの分散関係 (4.126)(4.127)をBatke等によって測定された値と比

較した [40]。Batke等は測定したマグネトプラズモンの振動数を磁場Bの

関数としてプロットしており [40]、我々はこの結果と第 4章で得たマグネ

トプラズモンの分散関係を比較した。比較の際、2次元電子系の電子数密

度N2DESがサンプルの材質によって決定され、化学ポテンシャルµが磁場

B、温度T、サンプルの電子数密度NSの関数 µ = µ(B, T,NS)として与え

られると仮定した。この仮定を用いて、導出した分散関係 (4.126)(4.127)

及びBatke等による測定結果を図 5.1図 5.2にプロットした。結果、導出

した分散関係 (4.126)(4.127)が強磁場下 (BC < B)において測定結果をよ

く説明することが示された。また、測定結果と理論曲線のずれが生じる

磁場の大きさBCの波数依存性BC = BC(p)を定性的に示し、理論的分散

関係の式 (4.126)(4.127)の実験への適用に一定の基準を示した。

最後に今後の展望について述べる。

今後の課題の 1つは、マグネトプラズモン分散関係に対する温度の寄

与を考察することである。今回我々は、得たマグネトプラズモンの分散

関係 (4.126)(4.127)と実験を比較する際、温度を極低温 (T → 0)として係

数A2の値を計算した。温度が有限の値を持つ場合、A2の値を計算する

ためには、式 (5.5)で書かれたフェルミ分布関数の和と電子数密度に関す

る方程式を化学ポテンシャルについて解く必要がある。しかし、一般に

この方程式を解くことは困難である。解法の 1つとしては、Sommerfeld

展開を用いた方法が考えられる。Sommerfeld展開を用いれば化学ポテン

シャルの温度依存性が近似的に得られるため、それを用いて有限温度で

のマグネトプラズモン分散関係を議論できると予想される。
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他の課題としては、グラフェン 2次元電子系におけるマグネトプラズモ

ン分散関係の導出がある。第 2章で紹介したようにグラフェンの 2次元電

子系ではハミルトニアンが 2次元零質量ディラック型になる [39]。また、

グラフェンに垂直な静磁場を印加したとき、零質量ディラックハミルト

ニアンは、ランダウ準位の波動関数で場の演算子を展開することにより、

式 (2.141)で示したように対角化される。このハミルトニアンを用いて、

自己無撞着線形応答近似の下、グラフェンのマグネトプラズモンの分散

関係を導出することを試みたい。ここで、グラフェンでは、ハミルトニ

アンの固有値 εnが式 (2.127)で書かれたように、ランダウ準位nの平方根

に比例している。これは一般の 2次元電子系では応答関数にランダウ準

位の差が現れるが、グラフェンではランダウ準位の平方根の差が現れる

ことを意味している。即ち、マグネトプラズモンの分散関係を解析的に

得ることが非常に困難になる。よって、マグネトプラズモン分散関係の

導出の方法として計算機による数値計算も視野に入れて研究を行いたい。
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