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Abstract

The mechanism of thermalization in isolated quantum many-body systems has been ex-
tensively studied through quantum chaos and the eigenstate thermalization hypothesis. Re-
cently, the Krylov complexity has emerged as a powerful measure to characterize operator and
state dynamics, with features such as its growth, peak structure, and long-time saturation
linked to the chaotic behavior. In this work, we focus on the long-time regime of the Krylov
complexity in the one-dimensional transverse-field Ising model and numerically calculate the
finite-size scaling of its temporal fluctuations. Our results show that the long-time fluctua-
tions grow polynomially with the Krylov subspace dimension, while their relative magnitude
decreases, implying that fluctuations become negligible in the thermodynamic limit. We
also discuss how the magnitude of fluctuations constrains the peak structure of the Krylov
complexity, which acts as an order parameter for quantum chaotic-integrable transitions.
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1 序 論

孤立量子多体系におけるユニタリ時間発展のもとで熱平衡化がどのように生じるのかという問題
は，古くから広く研究されてきた [1–3]．これまでに人工量子系を用いた実験的研究に加え [4–7]，理
論的・数値的研究も数多く行われている [1–3, 8]．熱平衡化の理解においては非可積分系が中心的な
役割を果たしており，エネルギー準位統計 [9, 10] や固有状態熱化仮説 (Eigenstate Thermalization
Hypothesis; ETH) [1–3, 11–15]など，量子カオス的な概念が重要な役割を果たしてきた．当初の関心
は主として局所的物理量の期待値が熱平衡化するかどうかに向けられていたが，近年では非時間順序積
相関 (Out-of-Time-Ordered Correlator; OTOC) [16, 17] やエンタングルメントエントロピー [18, 19]
といった，局所物理量の期待値では書けない複雑な量についても理論的・実験的に調べられている．熱
平衡化という過程を物理量の期待値に対するものを超えて一般的に捉え直すならば，初期状態がユニタ
リ時間発展によって物理量の固有基底において複雑な状態へと変化していく過程，あるいはハイゼンベ
ルク表示において物理量が非局所で複雑な演算子へと変化していく過程として捉えることができるだ
ろう．このような過程を理解する試みの中で，近年特に注目を集めているのがクリロフ複雑性 (Krylov
complexity) と呼ばれる量である [20–22]．
クリロフ複雑性は，量子多体系における演算子が非局所で複雑なものへと成長する様子を捉える指標

として導入された．演算子成長を表す基底としてクリロフ基底を用いると，そこに現れるランチョス係
数に普遍的な増加が現れるという仮説が提示された [20]．この普遍的な振る舞いは，非局所な演算子を
表現するためには指数関数的に多くの非局所な演算子が必要になることがその背景にあり，物理的には
スペクトル関数の指数減衰や非対角 ETHと関係があると考えられている．この普遍的な増加を定量的
に捉えるためにクリロフ複雑性が導入され，多くの量子多体系でその時間発展が調べられている．当初
は演算子に関する議論が中心であったが，状態についてのクリロフ複雑性も議論されている [22, 23]．量
子カオス的な系においてシュレーディンガー方程式に従うダイナミクスを考えると，クリロフ複雑性は
指数関数的に大きな値まで単調に増加し，その後ゆっくりと減少をして長時間領域の定常的なプラトー
へと至る．ここに現れるピーク構造が非可積分系に特徴的なものであり，可積分系ではピークが生じな
いことから，クリロフ複雑性のピークを量子カオスの秩序変数と見なすことが提案されている [21]．
本研究では，特に長時間領域における状態に関するクリロフ複雑性に注目し，その長時間ゆらぎに対

する有限サイズスケーリングを明らかにすることを目的とする．状態に関するクリロフ複雑性は，クリ
ロフ基底における数演算子という非局所的な演算子の期待値として表現できる．熱平衡化の文脈におい
ては，演算子の長時間ゆらぎを上から評価する不等式が知られており，本研究ではこれをクリロフ基底
の数演算子に適用する．さらに，量子スピン系に対する数値計算を通じて，この不等式がどの程度タイ
トであるかを検証する．加えて，長時間ゆらぎの大きさを詳しく考察することで，クリロフ複雑性の
ピーク高さに関して簡単に議論する．
本論文の構成は以下の通りである．2節ではクリロフ基底とクリロフ複雑性を導入する．3節では物

理量の長時間ゆらぎについての不等式を用いて，クリロフ複雑性のゆらぎについて議論する．4節では
数値計算に用いた設定を説明する．5節では本研究で得られた数値計算の結果について議論する．6節
ではまとめを行う．付録では，補足的な数値計算の結果を示す．

2 クリロフ基底とクリロフ複雑性

本節では文献 [22, 23]に基づいて，状態に関するクリロフ基底と状態に関するクリロフ複雑性を導入
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する．以下，これらを単にクリロフ基底とクリロフ複雑性と呼び，ℏ = 1の単位系をとる．

2.1 クリロフ基底
ここでは有限サイトの量子スピン系のような，有限次元（次元D）の量子多体系を考える．クリロフ

基底は初期状態 |0⟩とハミルトニアンH に対して，ベクトルの集合 {Hn|0⟩}n を直交化することで生成
することが出来る．a0 := ⟨0|H|0⟩, b0 := 0と定義し，以下の式に従って帰納的にクリロフ基底 {|n⟩}
を定義する．

|ñ⟩ := (H − an)|n⟩ − bn|n− 1⟩, (1)

bn+1 :=
√

⟨ñ|ñ⟩, (2)

|n+ 1⟩ := |ñ⟩/bn+1, (3)

an+1 := ⟨n+ 1|H|n+ 1⟩. (4)

ここで |ñ⟩は規格化されていないことに注意する．生成されたクリロフ基底 K := {|n⟩}は正規直交基
底をなし，an, bn はエネルギーの次元を持つ．an を対角成分，bn をその隣の非対角成分に並べた三重
対角行列を，1次元系における相互作用しない系におけるハミルトニアンだと見なせるため，この 1次
元系をクリロフ鎖とも呼ぶ．生成されたクリロフ基底の次元を DK と書く．特別な理由がなければ，
DK はヒルベルト空間の次元Dに等しい．しかし，対称性や保存量が存在する場合，クリロフ部分空間
の次元は DK < D となることがあり，クリロフ部分空間の次元を超えてクリロフ基底を作ろうとして
も，bn+1 がゼロになるため，それ以上基底は生成されない．また，D は系のサイト数 Lに対して指数
関数的に大きい．DK は保存量の詳細に依存するが，本研究で扱う状況では，DK も系のサイト数 Lに
対して指数関数的に大きい．
クリロフ基底をエネルギー固有基底で展開する：

|n⟩ =
DK∑
j=1

fnj |Ej⟩. (5)

ここで fnj は二つの正規直交基底を繋ぐユニタリ行列の行列要素である．また，|Ej⟩はハミルトニア
ンと対称性に関する演算子の同時固有状態であり，そのため，j についての和の範囲は 1 ≤ j ≤ DK と
した．クリロフ基底を生成する漸化式 (1)–(3) を用いると，展開係数 fnj が満たす以下の漸化式が得ら
れる．

(Ej − an)fnj = bn+1fn+1,j + bnfn−1,j . (6)

なお，初期状態が

|0⟩ =
∑

j

cj |Ej⟩ (7)

と展開されるとすると，f0j = cj が成り立つが，これが上記の漸化式の初期条件となる．
式 (6)を整理するため，

Ên := diag(E1 − an, E2 − an, · · · , EDK − an), (8)

|fn⟩ := (fn1, fn2, · · · , fnDK)T (9)

を導入する．ここで fnj がユニタリ行列の行列要素であるため，

⟨fm|fn⟩ = δmn (10)
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が成り立つ．これらを用いると式 (6)は

Ên|fn⟩ = bn+1|fn+1⟩ + bn|fn−1⟩ (11)

のように漸化式 (1)–(3)と同じ形に書き直せる．

2.2 クリロフ複雑性
クリロフ複雑性を定義するために，まずクリロフ基底における数演算子を定義する．

N ≡
DK−1∑
n=0

n|n⟩⟨n|. (12)

クリロフ複雑性は，時刻 tにおける状態 |ψ(t)⟩ = exp(−iHt)|0⟩における期待値として

C(t) := ⟨ψ(t)|N |ψ(t)⟩ =
∑

n

n|⟨n|ψ(t)⟩|2 (13)

と定義される．
時刻 tの状態は

|ψ(t)⟩ =
∑

j

cje
−iEjt|Ej⟩ (14)

と書けるので，これを式 (13)に代入して式 (5)を用いて整理すると

C(t) =
∑

n

n


∣∣∣∣∣∣
∑

j

fnjc
∗
je

iEjt

∣∣∣∣∣∣
2

−

∣∣∣∣∣∣
∑

j

fnjc
∗
j

∣∣∣∣∣∣
2
 (15)

を得る．

2.3 長時間平均と長時間ゆらぎ
物理量の時刻 tにおける期待値 ⟨ψ(t)|O|ψ(t)⟩の形で書ける量の長時間平均と長時間ゆらぎを計算す

るために，以下では，固有エネルギーに縮退がなく，非共鳴条件 (non-resonant condition)を満たすと
する．縮退がないため，Ej ̸= Ek (j ̸= k)が成り立つ．また，非共鳴条件は，Ei − Ej = Ek − El が
i = k かつ j = lのときのみ成立するという条件である．
クリロフ複雑性は式 (13)で表されるように，物理量の期待値として定義される．固有エネルギーに

縮退がない場合，クリロフ複雑性の長時間平均は以下のように表される．

C := lim
T →∞

1
T

∫ T

0
dtC(t) (16)

=
D−1∑
j=0

|cj |2⟨Ej |N |Ej⟩ (17)

=
∑

j

∑
n

|cj |2n|fnj |2. (18)

ここで式 (5)(12)を用いた．さらに，固有エネルギーが非共鳴条件を満たす場合，クリロフ複雑性の長
時間平均まわりの時間ゆらぎは

(∆C)2 := (C(t) − C)2 (19)
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=
∑
j ̸=k

|cj |2|ck|2|⟨Ej |N |Ek⟩|2 (20)

=
∑
j ̸=k

|cj |2|ck|2
∣∣∣∣∣∑

n

nfnjf
∗
nk

∣∣∣∣∣
2

(21)

と表される．

3 クリロフ複雑性の緩和とゆらぎ

本節では，クリロフ複雑性の長時間ゆらぎのサイズ依存性について議論する．
物理量の期待値が緩和する条件は，長時間平均および長時間ゆらぎを用いて議論されている．固有エ

ネルギーに縮退がなく，非共鳴条件を満たす場合，物理量 O の長時間ゆらぎは有効次元を用いて上か
ら評価できる [8]：

(∆O)2 ≤ ∥O∥2

Deff
. (22)

ここで ∥O∥ は物理量 O の演算子ノルムであり，Ô の最大特異値に等しい．Deff は有効次元であり，
固有エネルギーに縮退がなく |ψ(0)⟩ =

∑
j cj |Ej⟩ と展開できる場合，Deff := (

∑
j |cj |4)−1 と定義さ

れる．
ランダムな時刻における物理量の期待値 ⟨O(t)⟩ := ⟨ψ(t)|O|ψ(t)⟩ をサンプルすることを考えると，

チェビシェフの不等式により

P (|⟨O(t)⟩ − ⟨O(t)⟩| > δ) ≤ (∆O)2

δ2 (23)

のように，⟨O(t)⟩が長時間平均からずれる確率を時間ゆらぎを用いて上から評価することが出来る．右
辺が無視できる場合，この式は ⟨O(t)⟩が長時間領域で長時間平均へと緩和することを表す．
不等式 (22)を N に対して適用すると，

(∆C)2 ≤ ∥N ∥2

Deff
(24)

が成り立つ．式 (12)より ∥N ∥ = DK − 1 = O(DK)である．ここで，Deff = O(Dα
K)が成り立つとす

る．初期状態がハミルトニアンの固有基底においてランダムである場合，α = 1となる．すると，

(∆C)2 ≤ O(D2−α
K ) (25)

が成り立つ．αは一般に 0 ≤ α ≤ 1なので，時間ゆらぎは熱力学極限で発散してもおかしくない．本研
究では，時間ゆらぎ (∆C)2 を数値的に計算し，そのDK に対する有限サイズスケーリングを議論する．
式 (23)と (25)を合わせることで，

P (|C(t) − C| > δ) ≤ O(D2−α
K )
δ2 (26)

が成り立つ．仮に δ が定数だとすると，右辺は熱力学極限で発散するため，式 (26) は意味のある
制限を与えない．ずれ δ は C よりも十分小さい量ならば C(t) の緩和について物理的に意味がある
議論が出来るが，C は C = O(DK) のように L について指数関数的に大きい量だと考えられるた
め，δ = O(Dβ

K) (β < 1) とおくことにする．すると，式 (26) の右辺は O(D2−α−2β
K ) となるため，

(2 − α)/2 < β < 1と置けば C(t)が長時間平均からずれる確率は無視できる．
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4 数値計算の設定

本節では，本研究で用いた数値計算の設定などについて説明する．
本研究ではスピン 1/2かつ 1次元（開放端境界条件）の横磁場イジング模型（TFI模型）に縦磁場を

加えたハミルトニアンを用いる．

H = −J
L−1∑
i=1

ZiZi+1 − hz

L∑
i=1

Zi − hx

L∑
i=1

Xi. (27)

ここで，Lはスピン鎖の長さ，J は近接スピン間のイジング相互作用であり，hz(hx)は縦磁場（横磁
場）を表す．J > 0をエネルギーのユニットとして扱い，hx ̸= 0を仮定する．この模型は hz = 0の場
合は可積分であり，hz ̸= 0の場合に非可積分になる．
上記のハミルトニアンはパリティ対称性を持つ．i 番目のサイトと L − i 番目のサイトを入れ替え

るパリティ演算子を P とすると，[H,P ] = 0 が成り立つ．全ヒルベルト空間の次元は D = 2L で
あるが，パリティが正の部分空間 H+ の次元 D+ := dimH+ とパリティが負の部分空間 H− の次元
D− := dimH− はD± = 2L−1 ± 2[ L−1

2 ] と書ける．ここで [x]は xを超えない最大の整数を表すガウス
記号である．
本研究ではエネルギー固有状態を数値的厳密対角化で求める．H+ における計算基底を用いて，ハミ

ルトニアンを表す行列を求め，その固有値・固有ベクトルを数値的に求めている．
クリロフ基底を生成する際の初期状態 |0⟩として，以下の状態を用いた．

|X+⟩ := |x+⟩⊗L, (28)

|Néel⟩ := |z+⟩ ⊗ |z−⟩ ⊗ |z+⟩ ⊗ |z−⟩ ⊗ · · · . (29)

ここで |x±⟩, |z±⟩はそれぞれパウリ X,Z の固有値 ±1の固有状態である．|X+⟩は全てのスピンが X
の正方向を向いた状態であり，|Néel⟩はネール状態である．|X+⟩はH+ の元であり，P |X+⟩ = |X+⟩
が成り立つ．また，Lが奇数の場合には |Néel⟩も H+ の元であり，P |Néel⟩ = |Néel⟩が成り立つ．こ
れらの初期状態はいずれも，量子もつれがないため，複雑ではない状態と見なすのは妥当であると考え
られる．
数値的にクリロフ基底を生成する際は，クリロフ基底の正規直交性を精度よく求めるために，修正

グラム・シュミット法を用いて数値誤差に対処している．つまり，式 (3) で求めた |n + 1⟩ に対して，
{|j⟩}0≤j≤n との直交化を順番に行なっている．同様に，式 (11)を用いて |fn⟩を生成する際にも逐次，
直交化を行なっている．また，クリロフ基底を生成する際に bn+1 がゼロの場合，クリロフ基底の生成
をそこで停止するが，数値計算上は bn+1 < 10−12 を満たした場合に bn+1 をゼロとみなしている．

5 結果と考察

本節では，数値計算の結果を示す．主に，ハミルトニアンは hx = −1.05J の TFI模型とし，初期状
態は |X+⟩の結果を示す．初期状態が |Néel⟩の場合の結果は付録 Aで示す．

5.1 係数 bn の振る舞い
まず，クリロフ基底の作成で重要な係数 bn に関する結果を示す．ただし，後述するように可積分点

hz = 0については注意が必要である．
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図 1 (a)–(d) 各パラメタにおける bn の n依存性．サイズ Lはそれぞれ L = 10, 12, 14である．hz > 0でのク
リロフ次元はそれぞれDK = D+ = 528, 2080, 8256である．［パラメタ：(a) hz/J = 1 (b) hz/J = 0.5
(c) hz/J = 0.001 (d) hz/J = 0］

図 1は bn の n依存性を示す．bn は式 (2)で定義され，ハミルトニアンをクリロフ基底で三重対角行
列で表した場合の非対角成分を表す．クリロフ鎖のハミルトニアンでは，隣のサイトに飛び移る重な
り積分を意味する．図 1(a) は hz/J = 1 の場合の結果であり，L = 14, 12, 10 のいずれの場合も，計
算した bn は小さな乱れは伴いつつも n を大きくするにつれて概ね緩やかに減少する．n が非常に小
さい領域と n が DK に近い領域では，bn の減少が著しく，n ∼ DK では bn は 0 へと近づく．また，
図 1(b)–(d)は hz/J = 0.5, 0.001, 0の結果を表しているが，定性的に同じ振る舞いを示している．
以上の計算で得られた可積分点 (hz = 0)の結果については注意が必要である．上記の結果では，非

可積分のパラメタではDK = D+ を満たしている．一方，可積分点では，初期状態 |X+⟩に対するクリ
ロフ部分空間 HX+ は，パリティ正の部分空間 H+ の真の部分空間になっており，HX+ ⊂ H+ が成り
立つ．そのため，DK < D+ になるはずだが，得られた結果はDK = D+ となっている．これは，上記
の数値計算では，可積分性に基づく部分空間の構造を利用した数値計算を行なっていないため，数値誤
差によって，生成されるクリロフ基底がH+ 全体に広がってしまっているからであると考えられる．そ
のため，可積分点の結果については注意が必要であるが，近可積分点 (hz/J = 0.001)の結果と比べる
と，可積分点の結果も定性的には合っていると期待される．

5.2 クリロフ複雑性の時間発展
次に，クリロフ複雑性に関する結果を示す．
図 2 は C(t) の時間依存性を表している．図 2(a)(b) ではそれぞれ，サイズ L が一定で，縦磁場の

値を hz/J = 0, 0.001, 0.1, 0.5, 1 と変化させた場合の C(t) を示している．サイズ L は，図 2(a) では
L = 10，図 2(b) では L = 14 である．非可積分の場合の例として，図 2(a)(b) において hz/J = 1
の C(t) に注目すると，量子カオス的な系において期待される C(t) の典型的な振る舞いをしている．
つまり，C(t) ははじめ 0 だが，そこから概ね単調に増加し，ある時刻で減少に転じてピークを形成
し，その後，長時間領域では概ね一定の値を取ってプラトーを形成する．この振る舞いは，L = 10, 14,
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図 2 C(t) の時間依存性．(a) (b) サイズ L は共通で hz/J = 0, 0.001, 0.1, 0.5, 1 (bottom to top)．サイズ：
(a) L = 10, (b) L = 14．(c) (d) 縦磁場 hz は共通で，L = 10, 12, 14 (bottom to top)．縦磁場 (c)
hz/J = 0.5（非可積分）, (d) hz = 0（可積分）．

hz/J = 0.5, 1の場合には L = 10, 14の両方で明瞭に見られる．hz/J = 0.1の場合には，L = 10だと
ピーク構造は不明瞭であるが，L = 14ではピークが見えている．hz/J = 0.001, 0の場合，つまり近可
積分点と可積分点では，ピーク構造は見られない．これは，クリロフ複雑性が非可積分性の秩序変数で
あるという先行研究の期待と整合的である．
図 2(c)(d)はそれぞれ，縦磁場の値が一定で，サイズ Lを L = 10, 12, 14と変化させた場合の C(t)

を示している．図 2(c)は hz/J = 0.5の非可積分の結果を表しており，長時間領域における C(t)がサ
イズとともに指数関数的に増加していく様子がわかる．図 2(d)は hz = 0の可積分点の結果である．非
可積分の場合と同様に長時間領域における C(t)はサイズとともに指数関数的に増える．また，図 2(c)
と (d)を比べると，可積分点では長時間ゆらぎが相対的に大きい．

5.3 有限サイズスケーリング
最後に，クリロフ複雑性の長時間平均 C [式 (18)]や長時間ゆらぎ (∆C)2 [式 (21)]に関する有限サ

イズスケーリングの結果を示す．
図 3 は C, (∆C)2, ∆C/C の DK 依存性を示す．サイズ L は L = 10, 11, 12, 13, 14，縦磁場は

hz/J = 1, 0.5, 0.1, 0.001, 0 である．図 3(a) は C(t) の長時間平均 C の DK 依存性を示しており，C
がサイズ Lに対して指数関数的に増大していることがわかる．この指数関数的増大は，非可積分系で
も，可積分・近可積分系でも見られるが，可積分・近可積分系では増加の程度がやや小さい．同様に，
図 3(b)は C(t)の長時間ゆらぎ (∆C)2 のDK 依存性を示している．C とは異なり，有限サイズ効果が
大きいが，概ね指数関数的な増大をしており，サイズが無限大の極限で発散すると推測される．図 3(c)
は，∆C/C のDK 依存性を示している．これは図 2のような C(t)のグラフにおいて，長時間領域にお
けるゆらぎが，サイズ Lを大きくすると見えなくなることを意味する．
C, (∆C)2, ∆C/C のサイズ依存性を調べるために，C or (∆C)2 = αDγ

K, ∆C/C = αD−γ
K とい

う関数形を仮定し，パラメタ α, γ を推定した．これらのパラメタを γC のように書く．図 4 は γ の
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図 3 C, (∆C)2, ∆C/C のDK 依存性．[パラメタ：L = 10, 11, 12, 13, 14 (DK = 528, 1056, 2080, 4160, 8256),
hz/J = 0, 0.001, 0.1, 0.5, 1]

図 4 C, (∆C)2, ∆C/C のサイズ依存性をフィッティングして得られるべき γ の hz 依存性．パラメタ：
L = 10, 11, 12, 13, 14．(a) C, (b) (∆C)2, (c) ∆C/C．

hz 依存性を示す．図 4(a)(b) が示すように，γC および γ(∆C)2 は，非可積分の領域では hz に大きく
依存せず，可積分点近くでやや小さい（大きい）値を取る．γ∆C/C の振る舞いは γC と似ており，非
可積分の領域では hz に大きく依存せず，可積分点近くでやや小さい値を取る [図 4(c)]．式 (25) によ
ると γ(∆C)2 = 2 − αが成り立つはずだが，図 4(b)に示すように，γ(∆C)2 は概ね 1以下の値を取る．
図 5(a)は |X+⟩に対する Deff の DK 依存性を表している．ここから αをフィッティングで推定する
と，hz = 0, 0.5, 1に対して α ≃ 0.2となる．そのため，2 − α ≃ 1.8 > γ(∆C)2 が成り立ち，これは式
(25)の不等式が非常に緩いことを示唆する．
この不等式の緩さの原因について考えるために，不等式 (22) に立ち返る．この不等式は，

Oij := ⟨Ei|O|Ej⟩とすると
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図 5 (a) 有効次元 Deff の DK 依存性 (b) (∆C)2,
∑

i,j
|ci|4|Nij |2, ∥N ∥2/Deff の DK 依存性 [パラメタ：

L = 10, 11, 12, 13, 14 (DK = 528, 1056, 2080, 4160, 8256)]

(∆O)2 =
∑
i̸=j

|ci|2|cj |2|Oij |2 (30)

≤
∑
i,j

|ci|4|Oij |2 (31)

≤ ∥O∥2

Deff
(32)

のように示すことが出来る．ここで O = N として，式 (31)の右辺を評価し，(∆C)2, ∥C∥2/Deff と比
較した結果を図 5(b)に示す．不等式 (∆C)2 ≤

∑
i,j |ci|4|Nij |2 は，

∑
i,j |ci|4|Nij |2 ≤ ∥N ∥2/Deff と

比べると非常にタイトであることがわかる．これは，クリロフ基底におけるNij のばらつきが大きいこ
とを意味する．また，この結果は，クリロフ基底の数演算子の緩和の議論では，有効次元Deff による議
論では不十分であることも示唆している．
最後に，ピーク構造の高さについてコメントする．ピーク構造の高さを δCpeak := C(tpeak) − C

と定義する．ここで tpeak は C(t) がピークをとる時間である．図 2 のような C(t) の t 依存性のグ
ラフでピークが時間ゆらぎに埋もれずに見えるためには，δCpeak ≫ ∆C が必要である．そのため，
δCpeak = O(Dγpeak

K )と置くと，γpeak > γ(∆C)2/2が必要である．図 4(b)の結果より，非可積分のパ
ラメタでは 1/2 > γ(∆C)2/2が成り立つと期待される．すると，γpeak > 1/2が有限系でピーク構造が
見えるためには必要であると考えられる．
付録 Aでは，初期状態がネール状態 (29)の場合の数値計算結果を示すが，定性的には本節で議論し

たのと同じ結果である．

6 まとめと展望

本研究では長時間領域におけるクリロフ複雑性に注目し，そのサイズ依存性を数値的に求めた．特
に，クリロフ複雑性の長時間平均 C と長時間ゆらぎ (∆C)2 や，∆C/C の熱力学極限における振る舞い
を数値的に推測することが重要な目的である．数値計算の結果によると，C と (∆C)2 はいずれもクリ
ロフ部分空間の次元に対してべき的増大（サイズに対して指数的増大）を示すが，∆C/C はクリロフ部
分空間の次元に対してべき的減衰（サイズに対して指数減衰）を示す．そのため，長時間領域における
時間ゆらぎはサイズが無限大の熱力学極限で相対的に無視できる．物理量の長時間ゆらぎは，有効次元
を用いた不等式で上から抑えられることが多いが [式 (22)]，式 (31)のような不等式で抑えることがよ
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り適切であることがわかった．これは，クリロフ複雑性を期待値として与える数演算子 [式 (12)]のエネ
ルギー固有状態に対する行列要素が散らばっていることが原因だと考えられる．また，非可積分性の秩
序変数として提案されているクリロフ複雑性のピーク構造の高さは，長時間ゆらぎよりも大きくなる必
要があるが，本研究の数値計算結果は，ピーク構造のサイズ依存性に対して制限を与えることがわかる．
今後の展望について述べる．まず，クリロフ複雑性のピーク構造やピークの位置についての系統的な

数値計算は重要な課題である．クリロフ複雑性のピーク構造の有無は（非）可積分性と関係しているた
め量子カオス的な指標と言えるが，既存の指標であるエネルギー準位統計や固有状態熱化仮説などとの
共通点や違いについて明らかにすることが期待される．ただし，ピーク構造が見えるためには十分大き
なサイズで計算を行う必要があり，特に有限サイズ効果が大きくなる可積分点に近づくほど要求される
サイズが大きくなる．特に，本研究では，可積分点の計算が十分に出来ておらず，クリロフ次元DK が
期待される値になっていないため，可積分性を活かした計算をすることは今後の課題である．また，初
期状態やハミルトニアンについてのより一層の系統的な数値計算が必要だと考えられる．特に量子多体
傷跡状態が生じる PXP模型などの模型では高々弱い ETH [24–26]しか成り立たず [27, 28]，初期状態
の選択が重要になるため，クリロフ複雑性の初期状態依存性を調べるのに適した模型であると考えら
れる．

付録A 数値計算の補足

図 A· 1は初期状態がネール状態 (29)の場合の C(t)の時間依存性と∆C/C のDK 依存性である．初
期状態が |X+⟩[式 (28)]の場合と定性的に同じ振る舞いをしている．

図A· 1 (a) C(t)の時間依存性．サイズは L = 13で hz/J = 0, 0.001, 0.1, 0.5, 1 (bottom to top)．(b) ∆C/C

の DK 依存性 (L = 7, 9, 11, 13)．
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