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Abstract

Determining the texture of flavor neutrino mass matrix is the important issue in neutrino
physics. We decompose a simplest Dirac flavor neutrino mass matrix as M = M ′ + M0. We
show that if M ′ obeys magic square, texture of M0 becomes the three zero-texture. Although
M0 is too large to be regarded as a perturbation, the neutrino mass ordering may be normal
mass ordering in the context of the magic square.
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1 序 論

ニュートリノ物理学においてフレーバー質量行列形（テクスチャー）の決定は重要な課題の 1つであ
る．これまでに，trimaximal テクスチャー [1–4]，µ-τ 対称性にもとづくテクスチャー [5–28]，An や
Sn 対称性にもとづくテクスチャー [29]，そして本研究で着目するゼロテクスチャー [30–70]などが提案
されている．
ニュートリノのフレーバー質量行列形の研究は，ニュートリノがマヨラナ粒子であると仮定して行

われることが多い．これは，有力視されているニュートリノ質量生成メカニズムの 1つであるタイプ I
シーソーメカニズムによれば，ニュートリノがマヨラナ粒子である可能性が高いためである．また，マ
ヨラナニュートリノの質量行列が対称行列となるために解析が容易であることも理由の 1つであろう．
だが，ニュートリノがマヨラナ粒子であるのかディラック粒子であるのかは未解決問題である．
ニュートリノがディラック粒子であると仮定している Borgohain と Borah による先行研究では，

ディラック型のニュートリノ質量行列に許されるゼロ要素の数を，ゼロが 1 つの場合（1 ゼロテクス
チャー）からゼロが 5つの場合（5ゼロテクスチャー）まで系統的に調査している [71]．だがこの先行
研究では，ゼロ要素を含む質量行列形がニュートリノ実験結果と矛盾しないかどうかを調査しているの
みであり，質量行列の中に含まれるゼロ要素の起源には言及していない．
本研究では，ディラック型のニュートリノフレーバ質量行列をM = M ′ + M0 のように和で分解した

とき，M ′ が魔方陣に従う場合にはM0 に許されるゼロ要素数が自然と 3になる（3ゼロテクスチャー
になる）ことを示す．
魔方陣とは異なる自然数で構成された n× nの正方行列 [72–78]である．各成分には 1, 2, · · · , n2 の

数字が入る．さらに，各行，列，対角線にある数字の合計が等しくなる．例えば，3次の魔方陣は以下
のようなる．

2 7 6
9 5 1
4 3 8

← 15
← 15
← 15

↗ ↑ ↑ ↑ ↖
15 15 15 15 15

(1)

ここで和は 15である．Lucas行列 [73–77]も完全魔方陣に従うことが知られている．

Mmagic =


γ − β γ + α + β γ − α

γ − α + β γ γ + α− β

γ + α γ − α− β γ + β

 . (2)

α, β, γ は複素数である．本研究では，この Lucas行列を魔方陣を実現するために用いる．
ここで，魔方陣型のニュートリノ質量行列を考える物理的な動機を先行研究を含めて明確にする．歴

史的には，2004年に Harrison と Scott によってマヨラナニュートリノの質量行列が魔方陣型（Lucas
行列）の性質を近似的に満たしていることが示された [79]．この発見を受け，ニュートリノの魔方陣型
質量行列が持つ性質が多角的に調査されてきた [80–86]．この魔方陣型質量行列の特に注目すべき性質
は，Z2 離散対称性を満たしている点である [82, 84]．例えば魔方陣型質量行列は次の Z2 離散変換で不
変になる．
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S2MmagicST
2 = Mmagic. (3)

ここで

S2 =


1/3 −2/3 −2/3
−2/3 1/3 −2/3
−2/3 −2/3 1/3

 , (4)

である．この変換行列 S2 は

S2
2 =


1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , (5)

を満たし，確かに Z2 対称性を満たしている．一般に，マヨラナニュートリノ質量行列形が持つ離散対
称性の中で最も単純な変換性を持つものが Z2 離散対称性であると期待されており [29]，この最も単純
な Z2 離散対称性が，古来からある数学パズルでも知られている魔方陣（Lucas行列）に現れることは
興味深い．このように，魔方陣型はマヨラナニュートリノに関して成功している質量行列形の 1つであ
るため，この成功を動機として本研究ではマヨラナ型ではなくディラック型のニュートリノ質量行列が
魔方陣型にどこまで従うかを調査する．
次に，ディラックニュートリノの質量行列テクスチャーとして魔方陣型（Lucas行列）と摂動項との

分解を仮定する利点について言及する．最大の利点は，マヨラナニュートリノで得られている知見を
ディラックニュートリノの研究に応用するきっかけが得られる可能性があることである．本論で行うよ
うに，ニュートリノ質量行列を「Lucas型＋摂動項」と分解することで，Lucas型がニュートリノのマヨ
ラナ性を示す部分，摂動項がマヨラナ型とディラック型の差異を表す部分とみなすことができれば，一
般には複雑な形となるディラック質量行列型を，比較的単純な形であるマヨラナ質量行列を用いて解析
可能になる．例えば，ニュートリノの小さな質量の源を説明するシーソーメカニズムで [87–90]ニュー
トリノをマヨナラ粒子だと仮定するのが一般的であるが，Lucas型の質量行列の摂動項を考察すること
で，シーソーメカニズムをベースにしたディラック型のニュートリノの質量生成を調査できる可能性も
あると考えられる．この可能性については本研究の範囲外としたが，将来の研究テーマとしたい．
なお，本研究ではディラックニュートリノ質量行列の一般形として，Hagedorn と Rodejohann に

よって提案されている最も単純な形を採用する [91]．この最も単純な質量行列形では右巻きニュートリ
ノの混合効果が無視されているが，右巻きニュートリノは実験で発見されていないため，質量行列への
影響は未知である．本研究では右巻きニュートリノの質量行列への影響は無視できるものとする．
本文の構成は以下のとおりである．2節では，ディラック型のニュートリノ質量行列の魔方陣と 3ゼ

ロテクスチャーによる分解について述べる．3節では，分解によって得られた複数パターンの 3ゼロテ
クスチャーの中から，魔方陣と最も相性の良いパターンを実験と比較して同定する．4節では本研究を
まとめる．

2 質量行列の魔方陣と 3ゼロテクスチャーによる分解

ディラック型のニュートリノ質量行列

M =


a b c

d e f

g h i

 , (6)
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を Lucas行列Mmagic を用いて

M = Mmagic + M0, (7)

と分解する．ここで

M0 =


a0 b0 c0

d0 e0 f0

g0 h0 i0

 , (8)

である．複素行列M の複素要素数は 9つである．Lucas行列Mmagic の複素要素数は 3つであり，M0

の独立な複素要素数は 6つであるため，M0 の 3つの複素要素数は一般性を損なわずに 0ととることが
できる．よってディラック型のフレーバー質量行列を式 (7)のようにMmagic とM0 で分解するとき，
M0 の最も自然な形は 3つの 0要素を持つ．

Lucas行列は (2,2)成分の γ が基準値であるため [73]，e = γ とする（e0 = 0とする）＊この場合，以
下の 28個の 3ゼロテクスチャーが得られる．

M0
1 =


0 0 c0

d0 0 f0

g0 h0 i0

 , M0
2 =


0 b0 0
d0 0 f0

g0 h0 i0

 , M0
3 =


0 b0 c0

0 0 f0

g0 h0 i0

 ,

M0
4 =


0 b0 c0

d0 0 0
g0 h0 i0

 , M0
5 =


0 b0 c0

d0 0 f0

0 h0 i0

 , M0
6 =


0 b0 c0

d0 0 f0

g0 0 i0

 ,

M0
7 =


a0 0 0
d0 0 f0

g0 h0 i0

 , M0
8 =


a0 0 c0

0 0 f0

g0 h0 i0

 , M0
9 =


a0 0 c0

d0 0 0
g0 h0 i0

 ,

M0
10 =


a0 0 c0

d0 0 f0

0 h0 i0

 , M0
11 =


a0 0 c0

d0 0 f0

g0 h0 0

 , M0
12 =


a0 b0 0
0 0 f0

g0 h0 i0

 ,

M0
13 =


a0 b0 0
d0 0 0
g0 h0 i0

 , M0
14 =


a0 b0 0
d0 0 f0

g0 0 i0

 , M0
15 =


a0 b0 0
d0 0 f0

g0 h0 0

 ,

M0
16 =


a0 b0 c0

0 0 f0

0 h0 i0

 , M0
17 =


a0 b0 c0

0 0 f0

g0 0 i0

 , M0
18 =


a0 b0 c0

0 0 f0

g0 h0 0

 ,

＊ 式 (2)に示す通り，Lucas 行列の中にある 9つの要素の中で，(2, 2)成分のみが γ という 1つのパラメータで記述さ
れている．このため，ニュートリノ質量行列の (2, 2)成分の観測値を γ と一致させ，(2, 2)成分以外の要素を α, β と
いう 2つのパラメータと摂動項で再現すると，（パラメータの数と行列に含まれる独立要素数を比較すると摂動項の 3
つの成分をゼロにすることが可能であるので）さらに摂動項の (2, 2)成分である e0 をゼロにとると，Lucas型 +摂
動項と分解した質量行列の (2, 2)成分が Lucas行列がもつ 3つのパラメータの中の γ そのものになり最も単純な分解
が実現する．
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M0
19 =


a0 b0 c0

d0 0 0
0 h0 i0

 , M0
20 =


a0 b0 c0

d0 0 0
g0 0 i0

 , M0
21 =


a0 b0 c0

d0 0 0
g0 h0 0

 ,

M0
22 =


a0 b0 c0

g0 0 f0

0 0 i0

 , M0
23 =


a0 b0 c0

d0 0 f0

0 h0 0

 , M0
24 =


a0 b0 c0

d0 0 f0

g0 0 0

 ,

M0
25 =


0 b0 c0

d0 0 f0

g0 h0 0

 , M0
26 =


a0 0 c0

d0 0 f0

g0 0 i0

 , M0
27 =


a0 b0 0
d0 0 f0

0 h0 i0

 ,

M0
28 =


a0 b0 c0

0 0 0
g0 h0 i0

 . (9)

これらのM0
1 , M0

2 , · · · , M0
28 をM0

i と書くと，ディラック型のフレーバー質量行列は

M = Mmagic
i + M0

i , (i = 1, 2, · · · , 24), (10)

と書ける．ここで，i = 1− 24の場合のMmagic
i とM0

i の要素は以下の通りである．

Mmagic
1 : α = a + b− 2e, β = −a + e, γ = e, (11)

M0
1 : c0 = a + b + c− 3e, d0 = 2a + b + d− 4e, f0 = −2a− b + 2e + f,

g0 = −a− b + e + g, h0 = b− 2e + h, i0 = a− 2e + i,

Mmagic
2 : α = −c + e, β = −a + e, γ = e, (12)

M0
2 : b0 = a + b + c− 3e, d0 = a− c + d− e, f0 = −a + c− e + f,

g0 = c− 2e + g, h0 = −a− c + e + h, i0 = a− 2e + i,

Mmagic
3 : α = −a− d + 2e, β = −a + e, γ = e, (13)

M0
3 : b0 = 2a + b + d− 4e, c0 = −a + c− d + e, f0 = d− 2e + f,

g0 = a + d− 3e + g, h0 = −2a− d + 2e + h, i0 = a− 2e + i,

Mmagic
4 : α = −a + f, β = −a + e, γ = e, (14)

M0
4 : b0 = 2a + b− 2e− f, c0 = −a + c− e + f, d0 = d− 2e + f,

g0 = a− e− f + g, h0 = −2a + f + h, i0 = a− 2e + i,

Mmagic
5 : α = −e + g, β = −a + e, γ = e, (15)

M0
5 : b0 = a + b− e− g, c0 = c− 2e + g, d0 = a + d− 3e + g,

f0 = −a + e + f − g, h0 = −a− e + g + h, i0 = a− 2e + i,
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Mmagic
6 : α = a− h, β = −a + e, γ = e, (16)

M0
6 : b0 = b− 2e + h, c0 = a + c− e− h, d0 = 2a + d− 2e− h,

f0 = −2a + f + h, g0 = −a− e + g + h, i0 = a− 2e + i,

Mmagic
7 : α = −c + e, β = b + c− 2e, γ = e, (17)

M0
7 : a0 = a + b + c− 3e, d0 = −b− 2c + d + 2e, f0 = b + 2c− 4e + f,

g0 = c− 2e + g, h0 = b− 2e + h, i0 = −b− c + e + i,

Mmagic
8 : α = 1

2
(b− d), β = 1

2
(b + d− 2e), γ = e, (18)

M0
8 : a0 = 1

2
(2a + b + d− 4e), c0 = 1

2
(b + 2c− d− 2e), f0 = d− 2e + f,

g0 = 1
2

(−b + d− 2e + 2g), h0 = b− 2e + h, i0 = 1
2

(−b− d + 2i),

Mmagic
9 : α = 1

2
(b− 2e + f), β = 1

2
(b− f), γ = e, (19)

M0
9 : a0 = 1

2
(2a + b− 2e− f), c0 = 1

2
(b + 2c− 4e + f), d0 = d− 2e + f,

g0 = 1
2

(−b− f + 2g), h0 = b− 2e + h, i0 = 1
2

(−b− 2e + f + 2i),

Mmagic
10 : α = −e + g, β = b− g, γ = e, (20)

M0
10 : a0 = a + b− e− g, c0 = c− 2e + g, d0 = −b + d− 2e + 2g,

f0 = b + f − 2g, h0 = b− 2e + h, i0 = −b− e + g + i,

Mmagic
11 : α = b− i, β = −e + i, γ = e, (21)

M0
11 : a0 = a− 2e + i, c0 = b + c− e− i, d0 = b + d− 2i,

f0 = −b− 2e + f + 2i, g0 = −b− e + g + i, h0 = b− 2e + h,

Mmagic
12 : α = −c + e, β = −c + d, γ = e, (22)

M0
12 : a0 = a− c + d− e, b0 = b + 2c− d− 2e, f0 = d− 2e + f,

g0 = c− 2e + g, h0 = −2c + d + h, i0 = c− d− e + i,

Mmagic
13 : α = −c + e, β = −c + 2e− f, γ = e, (23)

M0
13 : a0 = a− c + e− f, b0 = b + 2c− 4e + f, d0 = d− 2e + f,

g0 = c− 2e + g, h0 = −2c + 2e− f + h, i0 = c− 3e + f + i,

Mmagic
14 c : α = −c + e, β = c− h, γ = e, (24)

M0
14 : a0 = a + c− e− h, b0 = b− 2e + h, d0 = −2c + d + h,

f0 = 2c− 2e + f − h, g0 = c− 2e + g, i0 = −c− e + h + i,

Mmagic
15 : α = −c + e, β = −e + i, γ = e, (25)

— 6 —
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M0
15 : a0 = a− 2e + i, b0 = b + c− e− i, d0 = −c + d + e− i,

f0 = c− 3e + f + i, g0 = c− 2e + g, h0 = −c− e + h + i,

Mmagic
16 : α = −e + g, β = d− 2e + g, γ = e, (26)

M0
16 : a0 = a + d− 3e + g, b0 = b− d + 2e− 2g, c0 = c− 2e + g,

f0 = d− 2e + f, h0 = d− 4e + 2 g + h, i0 = −d + e− g + i,

Mmagic
17 : α = 1

2
(−d + 2e− h), β = 1

2
(d− h), γ = e, (27)

M0
17 : a0 = 1

2
(2a + d− 2e− h), b0 = b− 2e + h, c0 = 1

2
(2c− d− h),

f0 = d− 2e + f, g0 = 1
2

(d− 4e + 2 g + h), i0 = 1
2

(−d− 2e + h + 2i),

Mmagic
18 : α = −d + i, β = −e + i, γ = e, (28)

M0
18 : a0 = a− 2e + i, b0 = b + d− 2i, c0 = c− d− e + i,

f0 = d− 2e + f, g0 = d− e + g − i, h0 = −d− 2e + h + 2i,

Mmagic
19 : α = −e + g, β = −f + g, γ = e, (29)

M0
19 : a0 = a− e− f + g, b0 = b + f − 2g, c0 = c− 2e + g,

d0 = d− 2e + f, h0 = −2e− f + 2 g + h, i0 = −e + f − g + i,

Mmagic
20 : α = 1

2
(f − h), β = 1

2
(2e− f − h), γ = e, (30)

M0
20 : a0 = 1

2
(2a− f − h), b0 = b− 2e + h, c0 = 1

2
(2c− 2e + f − h),

d0 = d− 2e + f, g0 = 1
2

(−2e− f + 2 g + h), i0 = 1
2

(−4e + f + h + 2i),

Mmagic
21 : α = −2e + f + i, β = −e + i, γ = e, (31)

M0
21 : a0 = a− 2e + i, b0 = b + 2e− f − 2i, c0 = c− 3e + f + i,

d0 = d− 2e + f, g0 = e− f + g − i, h0 = −4e + f + h + 2i,

Mmagic
22 : α = −e + g, β = 2e− g − h, γ = e, (32)

M0
22 : a0 = a + e− g − h, b0 = b− 2e + h, c0 = c− 2e + g,

d0 = d− 4e + 2 g + h, f0 = 2e + f − 2 g − h, i0 = −3e + g + h + i,

Mmagic
23 : α = −e + g, β = −e + i, γ = e, (33)

M0
23 : a0 = a− 2e + i, b0 = b + e− g − i, c0 = c− 2e + g,

d0 = d− e + g − i, f0 = −e + f − g + i, h0 = −3e + g + h + i,
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Mmagic
24 : α = 2e− h− i, β = −e + i, γ = e, (34)

M0
24 : a0 = a− 2e + i, b0 = b− 2e + h, c0 = c + e− h− i,

d0 = d + 2e− h− 2i, f0 = −4e + f + h + 2i, g0 = −3e + g + h + i.

i = 25, 26, 27, 28の場合の 4つの行列M0
25, M0

26, M0
27, M0

28 が持つランクではM の要素 {a, b, c, · · · , i}
を用いて Mmagic の要素 {α, β, γ} と M0 の要素 {a0, b0, · · · , i0} を一意に決定できない．このため，
本研究では 24通りの 3ゼロテクスチャー (M0

1 , M0
2 , · · · , M0

24)のみを考える．

3 実験結果との比較

24通りの 3ゼロテクスチャーの中で，魔方陣と最も相性がよいものはどれだろうか？ M = Mmagic
i

を満たすディラック質量行列が魔方陣と最も相性が良い（魔方陣そのものである）ことを考えて，

ϵi = 1
9

∑
ℓ,m=1,2,3

|(Mmagic
i )ℓm| − |(M0

i )ℓm|
|(Mmagic

i )ℓm|+ |(M0
i )ℓm|

, (35)

を定義しよう．ディラック質量行列が魔方陣そのものである場合は

ϵi = 1
9

∑
ℓ,m=1,2,3

|(Mmagic
i )ℓm| − 0

|(Mmagic
i )ℓm|+ 0

= 1, (36)

となる．ϵi が 1からずれる原因は 3ゼロテクスチャーから生じる．従って，ϵi が 1に近くなる 3ゼロ
テクスチャーほど，魔方陣と相性が良いと判断する．例えば，ϵi = 0.6の場合は ϵi = 0.3の場合よりも
好ましい．
ニュートリノパラメータの観測値には幅があるため，ϵiにも幅がでる．本研究では 3σの範囲のニュー

トリノパラメータを用いて ϵi を計算し，その最大値 ϵmax
i が 1に近いほど，その ϵi に対応した 3ゼロ

テクスチャーは魔方陣の文脈で好ましいと判断する．
最も単純なディラック型のフレーバー質量行列は 7つのパラメータの組み合わせで求まる {m1, m2,

m3, θ12, θ23, θ13, δCP} [91]．

M =


a b c

d e f

g h i

 =


Ue1m1 Ue2m2 Ue3m3

Uµ1m1 Uµ2m2 Uµ3m3

Uτ1m1 Uτ2m2 Uτ3m3

 , (37)

ここでm1, m2, m3 はニュートリノ質量固有値，θij(i, j= 1,2,3)は混合角，δCP はディラック CP位相
である．また，

Ue1 = c12c13, Ue2 = s12c13, Ue3 = s13e−iδCP , (38)

Uµ1 = −s12c23 − c12s23s13eiδCP ,

Uµ2 = c12c23 − s12s23s13eiδCP , Uµ3 = s23c13,

Uτ1 = s12s23 − c12c23s13eiδCP ,

Uτ2 = −c12s23 − s12c23s13eiδCP , Uτ3 = c23c13,

はポンテコルボ─牧─中川─坂田行列の成分である [92–95]．ここで cij = cos θij と sij = sin θij (i, j=
1,2,3)とした．なお，本研究では荷電レプトンの質量行列が対角かつ実数であると仮定している．
ニュートリノの質量順序 [96, 97]がいわゆる正質量順序m1 < m2 < m3(NO)の場合に，ニュートリ
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ノ振動実験から得られている質量 2乗差∆m2
ij = m2

i −m2
j と混合角の測定値は以下の通りである [98]:

∆m2
21

10−5eV2 = 7.42+0.21
−0.20 (6.82→ 8.04),

∆m2
31

10−3eV2 = 2.510+0.027
−0.027 (2.430→ 2.593),

θ12/◦ = 33.45+0.77
−0.75 (31.27→ 35.87),

θ23/◦ = 42.1+1.1
−0.9 (39.7→ 50.9),

θ13/◦ = 8.62+0.12
−0.12 (8.25→ 8.98),

δCP/◦ = 230+36
−25 (144→ 350). (39)

ここで ± は 1σ の範囲の値であり，カッコ内は 3σ の範囲の値である．いわゆる逆質量順序
(IO)m3 < m1 < m2 の場合は

∆m2
21

10−5eV2 = 7.42+0.21
−0.20 (6.82→ 8.04),

∆m2
32

10−3eV2 = −2.490+0.026
−0.028 (−2.574→ −2.410),

θ12/◦ = 33.45+0.78
−0.75 (31.27→ 35.87),

θ23/◦ = 49.0+0.9
−1.3 (39.8→ 51.6),

θ13/◦ = 8.61+0.14
−0.12 (8.24→ 9.02),

δCP/◦ = 278+22
−30 (194→ 345), (40)

である．また，宇宙マイクロ波背景放射の観測 [99, 100]からは，ニュートリノの質量和に対して∑
mi < 0.12 eV, (41)

という制限が課せられる．ニュートリノの質量順序が NOだとして，式 (39)の 3σ の範囲と式 (41)を
満たすパラメータセット {m1, m2, m3, θ12, θ23, θ13, δCP} をランダムに 107 生成した．同様に，IO の
場合として，式 (40)の 3σ の範囲と式 (41)を満たすパラメータセットをランダムに 107 生成した．こ
れらのパラメータセットを用いて，ϵmax

i を評価した結果を表 1に示す．
まず，NOの場合に注目する．表 1に示したとおり，ϵmax

i が最も 1に近い 3ゼロテクスチャーは次
の 5つである．

M0
12 =


a0 b0 0
0 0 f0

g0 h0 i0

 , M0
13 =


a0 b0 0
d0 0 0
g0 h0 i0

 , M0
14 =


a0 b0 0
d0 0 f0

g0 0 i0

 ,

M0
17 =


a0 b0 c0

0 0 f0

g0 0 i0

 , M0
20 =


a0 b0 c0

d0 0 0
g0 0 i0

 , (42)

ここで，M0
12, M0

13, M0
14, M0

17, M0
20 の各要素 a0, b0, · · · , i0 が摂動とみなせるかを調べるために，

δa0,ij = |a0|∣∣∣(Mmagic
ij )11

∣∣∣ , δb0,ij = |a0|∣∣∣(Mmagic
ij )12

∣∣∣ , · · · , δi0,ij = |a0|∣∣∣(Mmagic
ij )33

∣∣∣ (43)

を定義し，δa0,ij , δb0,ij , · · · , δi0,ij の数値計算結果を表 2に示した．表 2より，5つ全ての行列で 3つ
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表 1 ϵi と ϵmax
i と，その時のニュートリノパラメータ．

NO/IO M0
i ϵmax

i m1/eV m2/eV m3/eV θ12/◦ θ23/◦ θ13/◦ δCP/◦

NO

M0
12 0.64 0.019 0.021 0.053 35.9 40.5 8.7 179.9

M0
13 0.64 0.019 0.021 0.053 35.7 41.1 8.8 179.3

M0
14 0.64 0.019 0.021 0.053 35.9 40.5 8.7 179.9

M0
17 0.64 0.019 0.021 0.053 35.9 40.5 8.7 179.9

M0
20 0.64 0.019 0.021 0.053 35.7 41.1 8.8 179.3

M0
2 0.59 0.015 0.017 0.052 35.3 39.8 9.0 179.7

M0
6 0.59 0.015 0.017 0.052 35.3 39.8 9.0 179.7

M0
4 0.59 0.016 0.018 0.053 35.7 39.9 8.9 178.4

M0
3 0.51 0.017 0.019 0.052 35.8 39.7 8.8 181.5

M0
18 0.45 0.018 0.020 0.054 35.4 39.7 8.8 178.3

M0
21 0.45 0.018 0.020 0.053 35.0 39.9 8.9 180.0

M0
7 0.43 0.030 0.031 0.058 35.8 50.7 8.4 282.4

M0
22 0.42 0.018 0.020 0.054 35.7 50.9 8.9 348.9

M0
23 0.42 0.018 0.020 0.054 35.7 50.9 8.9 348.9

M0
24 0.41 0.018 0.020 0.054 35.1 50.7 8.9 349.9

M0
16 0.41 0.030 0.031 0.058 31.3 49.6 8.9 348.9

M0
19 0.41 0.030 0.031 0.058 31.3 49.6 8.9 348.9

M0
8 0.40 0.030 0.032 0.058 31.6 50.6 8.3 282.3

M0
9 0.40 0.030 0.032 0.058 31.4 50.3 8.4 283.0

M0
1 0.38 0.030 0.031 0.058 35.4 50.9 8.9 294.3

M0
15 0.38 0.019 0.021 0.053 35.8 50.8 8.9 348.8

M0
5 0.33 0.000 0.009 0.051 34.7 41.0 8.9 349.8

M0
10 0.31 0.030 0.032 0.058 32.1 39.8 9.0 183.0

M0
11 0.29 0.000 0.008 0.050 31.6 39.9 8.8 346.1

IO

M0
15 0.60 0.049 0.050 0.005 31.4 51.5 8.3 344.8

M0
7 0.57 0.049 0.050 0.006 32.2 51.4 8.4 344.8

M0
11 0.54 0.049 0.050 0.006 31.7 51.4 8.3 344.7

M0
2 0.53 0.050 0.051 0.009 31.3 51.6 8.3 344.3

M0
12 0.53 0.050 0.050 0.004 31.4 51.2 8.3 344.9

M0
18 0.51 0.050 0.050 0.004 31.4 51.3 8.3 344.9

M0
8 0.50 0.051 0.052 0.012 31.8 51.6 8.6 194.5

M0
24 0.50 0.051 0.052 0.017 35.8 46.3 8.8 344.9

M0
3 0.50 0.052 0.052 0.013 31.5 51.5 8.2 255.0

M0
6 0.48 0.051 0.052 0.016 35.7 45.4 8.4 344.7

M0
17 0.47 0.051 0.052 0.016 35.8 40.1 8.9 197.0

M0
1 0.45 0.050 0.051 0.010 32.4 51.5 8.4 345.0

M0
9 0.42 0.051 0.052 0.017 32.2 39.9 8.5 195.9

M0
10 0.41 0.051 0.052 0.016 31.4 40.3 8.7 194.3

M0
13 0.40 0.050 0.051 0.009 35.8 51.4 8.4 344.4

M0
19 0.40 0.051 0.052 0.016 31.3 39.8 8.3 199.4

M0
14 0.39 0.051 0.052 0.017 35.6 47.7 8.3 344.8

M0
5 0.37 0.051 0.052 0.017 32.9 39.9 9.0 195.1

M0
20 0.36 0.051 0.052 0.017 32.6 47.9 8.7 344.8

M0
21 0.33 0.049 0.049 0.000 31.3 51.6 8.9 342.5

M0
16 0.33 0.048 0.049 0.000 31.3 39.9 8.5 338.5

M0
23 0.32 0.051 0.052 0.017 31.3 40.8 9.0 344.9

M0
22 0.31 0.051 0.052 0.016 35.3 39.9 9.0 344.3

M0
4 0.27 0.051 0.051 0.011 31.3 50.3 8.3 344.9
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表 2 NOの場合に魔方陣の文脈から好ましいM0
12, M0

13, M0
14, M0

17, M0
20 の

各要素が，どれだけ摂動とみなせるか．値が小さいほど摂動と見なす．

M0
12 M0

13 M0
14 M0

17 M0
20

δa0,ij 0.18 0.18 0.19 0.17 0.18
δb0,ij 0.68 0.69 0.68 0.68 0.69
δc0,ij 0.00 0.00 0.00 0.012 0.007
δd0,ij 0.00 0.001 0.01 0.00 0.001
δe0,ij 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
δf0,ij 0.003 0.00 0.005 0.002 0.00
δg0,ij 0.76 0.77 0.76 0.76 0.77
δh0,ij 0.007 0.012 0.00 0.00 0.00
δi0,ij 1.72 1.72 1.73 1.76 1.72

の摂動項が魔方陣を 68%，76%，172%程度破っていることがわかる．そもそもディラック質量行列が
完全な魔方陣に従っていることは期待できないため，3ゼロテクスチャーが魔方陣をある程度大きく破
ることは避けられない．このため，少しでも魔方陣の文脈で好ましい 3ゼロテクスチャーがどれなのか
に注目する．
次に IOの場合を見てみよう．表 1より，魔方陣の文脈の中で最も好ましい 3ゼロテクスチャーの候

補は

M0
15 =


a0 b0 0
d0 0 f0

g0 h0 0

 , (44)

である．しかしながら，

δa0,15 = 0.08, δb0,15 = 0.02, δd0,15 = 0.10,

δf0,15 = 0.95, δg0,15 = 0.65, δh0,15 = 2.65, (45)

となって，NO の時と同様に 3 つの成分が魔方陣を大きく破るが，その破れの大きさは 95%(f0),
65%(g0), 265%(i0)となり NOの時と比べて大きい．このことから，魔方陣の文脈では NOの場合の
方が IOの場合よりも好ましいと言える．以後，NOの場合にのみ着目する．
魔方陣の文脈として好ましいM0

12の場合の，ϵ12とニュートリノパラメータm1, m2, m3, θ12, θ23, θ13,
δCP の関係を図 1に示す（残りの 4つの好ましい行列でも同様の結論を得た）．比較のために，魔方陣
の文脈として最も好ましくないM0

11 の場合も図 1に示した．図 1から次のことが読み取れる．

•魔方陣の文脈で好ましい行列の場合，質量m1, m2 とディラック CP位相 δCP は ϵ12 とに相関が見ら
れる．

•魔方陣の文脈で好ましくない行列の場合，ϵ11 と相関が見られるのはm1, m2 のみである．

ディラック CP位相 δCP の正確な測定が実験グループによって進んでいるが，T2K実験と NOvA実
験での食い違いが話題になっている [101, 102]．NOの場合，NOvAグループはベストフィット値を

δCP ∼ 145◦, (46)

と報告しているが，T2Kグループはベストフィット値を

δCP ∼ 250◦, (47)
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図 1 NOの場合の ϵi とニュートリノパラメータmi, θij , δCP の関係．上の 7つのパネルは ϵ12（最も好ましい
M0

12）の場合．下の 7つのパネルは ϵ11（最も好ましくないM0
11）の場合．

と報告している．これに対して，本研究では最も好ましい場合のディラック CP位相 δCP は

δCP ∼ 180◦, (48)

と得られた．この値は NOvA または T2Kが支持するベストフィット値のほぼ中間値であるが，NOvA
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と T2Kの 90% C.L. からは棄却されてはいない．

4 まとめ

本研究では，右巻ニュートリノの混合角を無視した時に得られる最も簡単なディラック型のニュート
リノフレーバー質量行列をM = M ′ + M0 と分解したとき，M ′ が魔方陣に従う場合にM0 が 3つの 0
要素を持つ 3ゼロテクスチャーとなることを示した．そして，実験と比較が可能な 3ゼロテクスチャー
は 24パターンあるが，そのなかで魔方陣と最も相性の良い 3ゼロテクスチャーはニュートリノが正質
量順序になるときに得られることがわかった．ニュートリノの質量順序が正質量順序なのか逆質量順序
であるかは明らかになっていないが，将来のニュートリノ実験において正質量順序であることが確定す
れば，本研究で示したディラック型のニュートリノフレーバー質量行列の魔方陣と 3ゼロテクスチャー
による分解の有効性が高まると期待できる．一方で，ニュートリノの質量が逆質量順序に従っているこ
とが明らかになった場合には，本研究で示した質量行列の分解法は完全に棄却されるか大幅な修正を求
められることになる．ニュートリノの質量順序については 2027年実験開始予定のハイパーカミオカン
デ [103, 104]などの次世代ニュートリノ実験装置で決定されると期待されている．このため，本研究の
有効性は近い将来，実験的にも評価可能になると考えられる．
ここで，本研究で行った質量行列を分解した結果，M0 を摂動項と見なしたことについて言及するた

め，本研究で最も魔方陣の再現性が良いとされたM0
12 について補足する．表 1では ϵmax

12 = 0.64が示
されているが，図 1を見ると極僅かな点のみが 0.55を超えているだけで多くの点は 0.3− 0.4の範囲に
あることがわかる．このことから，M0 よりもむしろ Lucas行列の方を摂動項とみなす考え方もある．
だが，序論でも言及した通り本研究の動機はマヨナラニュートリノの質量行列形として成功している
魔方陣型（Lucas行列）が，ディラックニュートリノの場合にもどれだけ有効であるかを調べることで
あったため，本論では魔方陣の文脈を基準としてM0 を摂動項と考えることにした．結果，残念ながら
明らかな摂動項としてみなせる行列形を特定することはできなかったが，ニュートリノの質量階層に関
する予言を得たことは意味があると考えている．
最後に，右巻きニュートリノの混合効果についてコメントしておきたい．本研究ではディラック型の

ニュートリノ質量行列の一般形として，Hagedorn と Rodejohann によって提案されている最も単純な
形を採用していた [91]．このため，質量行列への右巻きニュートリノの混合効果が無視されていた．右
巻きニュートリノの混合を考慮した場合には，本論の結論が修正を受けることが予想される．この右巻
きニュートリノの混合効果については，今後の研究テーマとしたい．
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