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ニーリング法に基づく近似解法を，Keshtkaranら 11)が

分枝価格法に基づく，El-Hajjら 12)が切除平面法に基

づく，Bianchessiら 13)が分枝カット法に基づく最適解

法を提案している．また，各運搬車の最大積載量制

約を考慮した場合の問題については，Archettiら 14)が

タブーサーチ法に基づく，Gunawanら 15)が反復局所探

索法に基づく近似解法を，Archettiら 16)が分枝価格法

に基づく最適解法を提案している．さらに，各顧客

の時間枠を考慮した場合の問題については，Linら 17)

がアニーリング法に基づく，Huら 18)が局所探索法と

アニーリング法に基づく，Cura19)が人工蜂群生法に基

づく近似解法を提案している．しかしながら，これ

らを含む従来研究で取り上げている問題はいずれも

帰り荷と時間枠を同時に考慮していない．これに対

して当研究では，帰り荷と時間枠を考慮した選択型

運搬経路問題を取り上げる．そして，列生成法に基

づくその近似解法を構築し，それで求まる解の精度

を数値実験で検証する． 

 

22..  00--11整整数数計計画画問問題題へへのの定定式式化化  
 

運搬車数を  𝐾𝐾，顧客の集合を  𝑖𝑖 � �1,2, ⋯ , 𝑛𝑛�，ルート

（デポを出発したあといくつかの顧客を巡回し，再

びデポに戻る閉路）の集合を  𝑅𝑅 � �1,2, ⋯ , 𝑟𝑟� とする．

ここで，ルートは通常の積載量制約とともに，既述

の帰り荷と時間枠の制約を満たしているものとする．

また，ルート  ℎ ∈ 𝑅𝑅𝑅の運搬費用（固定費用と移動費用

の総和）を  𝑐𝑐�，顧客  𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖𝑖の荷物を運搬した場合の運

搬収益を  𝑓𝑓� とする．さらに，ルートと顧客の関係を

次で定義する．  

 𝛼𝛼�� � �1,    ルート  ℎ に顧客  𝑖𝑖𝑖が含まれる場合

0,    その他
, 

  ℎ ∈ 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅    (1)
このとき，  変数  𝑥𝑥� を  

 𝑥𝑥� � �1,    ルート  ℎ を選択する場合

0,    その他
,     ℎ ∈ 𝑅𝑅 

とすると，帰り荷と時間枠を考慮した選択型運搬経

路問題は次のような  0-1整数計画問題に定式化され

る． 

 �P� max. � �� 𝑓𝑓�𝛼𝛼�� � 𝑐𝑐�
�∈�

� 𝑥𝑥�
�∈�

 (2)

  s. t. � 𝛼𝛼��𝑥𝑥�
�∈�

� 1,     𝑖𝑖 ∈ 𝑖𝑖 (3)

   � 𝑥𝑥�
�∈�

� 𝐾𝐾 (4)

   𝑥𝑥� ∈ �0, 1�,     ℎ ∈ 𝑅𝑅 (5)

ここで，式 (2)は目的関数で総運搬収益から総運搬費

用を差し引いた総利益を最大化することを表す．ま

た，式 (3)は運搬車が各顧客をたかだか 1 度巡回する

ことを規定する．そして，式 (4)は使用する運搬車が

所与の運搬車台数以下であることを規定する．  
なお，既述した外部委託すべき顧客を選択したい

という要望においては，外部委託費用と自社運搬費

用の総和を最小化することが望まれるが，その最適

値は，顧客  𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖𝑖の荷物を外部委託した場合の費用を

𝑒𝑒� とおくと，𝑓𝑓� � 𝑒𝑒�, 𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖𝑖とした場合の �P� の最適値を

求め，それを  ∑ 𝑒𝑒��∈�  から差し引くことで定まること

を付記しておく．  
 

33..  列列生生成成法法にに基基づづくく近近似似解解法法  
 

上述の �P� を明確に設定するためには，考えられる

全てのルートを列挙する必要があるが，その数は一

般に膨大な数になる．そのため，全てのルートを列

挙することは，それ自身が極めて多くの計算量を必

要とするため実際的でない．そこでここでは，ルー

トを逐次列挙しながら �P� の上界値を求める列生成法

を提案し，その列生成法で列挙したルートを用いて  
�P� の下界値（実行可能解）を求める近似解法を構築

する． 

いま， �P� の式 (5)を  𝑥𝑥� � 0, ℎ ∈ 𝑅𝑅 に緩和した連続緩

和問題：  

�P�� max. � �� 𝑓𝑓�𝛼𝛼�� � 𝑐𝑐�
�∈�

� 𝑥𝑥�
�∈�

 (6)

 s. t. 式 (3),(4) 
  𝑥𝑥� � 0,     ℎ ∈ 𝑅𝑅 (7)

を考える．ここで，問題  �∙� の最適値を  𝑧𝑧�∙� と記すと，

緩和法の原理より，𝑧𝑧�P� � 𝑧𝑧�P�� である．よって，�P�� を
解けば  �P� の上界値が求まる．さらに，𝑅𝑅𝑅のある部分

集合  𝑅𝑅� を考え， �P�� におけるルートの集合𝑅𝑅𝑅を𝑅𝑅� に限

定した限定主問題  �P���� と，その双対問題：  

�D���� min. � 𝑢𝑢�
�∈�

� 𝐾𝐾𝑢𝑢� (8)

 s. t. � 𝛼𝛼��𝑢𝑢� � 𝑢𝑢� � � 𝑓𝑓�𝛼𝛼��
�∈�

� 𝑐𝑐�,
�∈�

   ℎ ∈ 𝑅𝑅� 

   (9)
  𝑢𝑢� � 0,     𝑖𝑖 ∈ 𝑖𝑖 (10)
  𝑢𝑢� � 0 (11)

を考える．ここで， �D���� の𝑢𝑢�, 𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖𝑖と  𝑢𝑢� はそれぞれ  
�P���� の式 (3)と式 (4)に対応する双対変数であり，双対

定理より  𝑧𝑧�P���� � 𝑧𝑧�D���� である．そこで  �P���� の最適解

を  �𝑥̅𝑥��， �D���� の最適解を �𝑢𝑢��� , 𝑢𝑢��とし，  

𝑐𝑐�∗ � 𝑐𝑐� � � 𝛼𝛼���𝑢𝑢�� � 𝑓𝑓��
�∈�

� 𝑢𝑢��,    ℎ ∈ 𝑅𝑅 (12)

とおく．このとき，  

𝑐𝑐∗ � ����∈� 𝑐𝑐�∗ (13)

である  𝑐𝑐∗ を定めると，𝑐𝑐∗ � 0 ならば，�D���� の最適解は

 �P�� の双対問題の最適解となり，  

𝑥𝑥�∗ � �𝑥̅𝑥�,     ℎ ∈ 𝑅𝑅�
0,     その他 

,     ℎ ∈ 𝑅𝑅 (14)

である  �𝑥𝑥�∗� は  �P�� の最適解となる． 

 以上の準備の下，当研究では，概略，次のような

手順で �P� の実行可能解を求めるものとする．ただし，

次の手順の S0，S2，S4 を実行する方法については後

述する． 
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ああららまましし  

運搬経路問題においては，通常，所与である全ての顧客の荷物を運搬するための各運搬車のルートを求める．しか

し実務においては，所与の顧客の中から荷物を運搬すべき顧客を選択しなければならない場合も多い．また，実際の

運搬現場においては，帰り荷や時間枠を考慮しなければならない場合も存在する．そこで当研究では，帰り荷と時間

枠を考慮した選択型運搬経路問題を取り上げ，列生成法に基づくその近似解法を提案する． 

 
Abstract 

The classical vehicle routing problem consists of finding a set of routes to serve all given customers. However, in practice, it 
is often necessary to select some customers from a set of potential customers and to find a set of routes to serve them. Also, 
there exists practical cases where backhauls and time windows must be taken into account. In this paper, we consider a 
selective vehicle routing problem with backhauls and time windows and propose a column generation-based algorithm to solve 
the problem. 

 
キキーーワワーードド：：選択型運搬経路問題，帰り荷，時間枠，列生成法  
Keywords: Selective Vehicle Routing Problem, Backhauls, Time Windows, Column Generation 

 
11..  ははじじめめにに  

 

運搬経路問題においては，通常，所与である全て

の顧客の荷物を運搬するための各運搬車のルートを

求める．しかし実務においては，所与である顧客の

中から荷物を運搬すべき顧客を選択し，それらの顧

客のみの荷物を運搬するための各運搬車のルートを

求めなければならない場合も多い．例えば，物流会

社においては，荷主からの自社の運搬規模を超える

運搬依頼に対して，自社で荷物を運搬する顧客を選

択しなければならない状況が頻繁に発生する．また，

自社の運搬業務（の一部）を外部委託することを検

討している企業においては，外部委託すべき（自社

で運搬すべきではない）顧客を選択したいという要

望がしばしば現れる． 

他方，運搬経路問題に関するこれまでの研究の多

くは， (a)デポで荷物の積み込みを行い，それを顧客

に運搬して積み下ろしを行う場合（配送の場合），

もしくは， (b)顧客で荷物の積み込みを行い，それを

デポに運搬して積み下ろしを行う場合（集荷の場合）

のいずれかを想定している 1)2)．しかし，実務におい

ては， (a)と (b)が混在している場合も存在する．そし

て，そのような場合の運搬現場においては，各運搬

車が荷物の積み下ろしを行う顧客（以下では単に配

送先という）をすべて巡回したあとに，荷物の積み

込みを行う顧客（以下では単に集荷先という）を巡

回する運搬方法がしばしば用いられている 3)4)．それ

ゆえ，各運搬車が配送先をすべて巡回したあとに集

荷先を巡回することを特に帰り荷とよぶと，この帰

り荷を考慮することも実務上重要であると思われる．

加えて，そのような実際の運搬現場においては，各

顧客の荷物を運搬する時刻が所与の時間枠（何時か

ら何時までの間）に入っていなければならないとい

う条件を考慮しなければならない場合 5)も存在する． 

そこで当研究では，顧客選択，帰り荷および時間

枠を考慮した上で，応用範囲が広いと考えられる運

搬収益から運搬費用を差し引いた利益の最大化を目

的関数とした場合の運搬経路問題を特に，帰り荷と

時間枠を考慮した選択型運搬経路問題とよび，列生

成法に基づくその近似解法を提案する．  

荷物を運搬すべき顧客の選択を考慮した運搬経路

問題に関しては，これまでにいくつかの研究がある

（2014年までの研究は文献 6)に，2016年度までの研究

は文献 7)にサーベイされている）．例えば，基本的な

（各運搬車の最大積載量制約を考慮しない場合の）

問題については，Boulyら 8)が遺伝的局所探索法に基

づく，Dangら 9)が粒子群最適化に基づく，Lin10)がア
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ニーリング法に基づく近似解法を，Keshtkaranら 11)が

分枝価格法に基づく，El-Hajjら 12)が切除平面法に基

づく，Bianchessiら 13)が分枝カット法に基づく最適解

法を提案している．また，各運搬車の最大積載量制

約を考慮した場合の問題については，Archettiら 14)が

タブーサーチ法に基づく，Gunawanら 15)が反復局所探

索法に基づく近似解法を，Archettiら 16)が分枝価格法

に基づく最適解法を提案している．さらに，各顧客

の時間枠を考慮した場合の問題については，Linら 17)

がアニーリング法に基づく，Huら 18)が局所探索法と

アニーリング法に基づく，Cura19)が人工蜂群生法に基

づく近似解法を提案している．しかしながら，これ

らを含む従来研究で取り上げている問題はいずれも

帰り荷と時間枠を同時に考慮していない．これに対

して当研究では，帰り荷と時間枠を考慮した選択型

運搬経路問題を取り上げる．そして，列生成法に基

づくその近似解法を構築し，それで求まる解の精度

を数値実験で検証する． 

 

22..  00--11整整数数計計画画問問題題へへのの定定式式化化  
 

運搬車数を  𝐾𝐾，顧客の集合を  𝑖𝑖 � �1,2, ⋯ , 𝑛𝑛�，ルート

（デポを出発したあといくつかの顧客を巡回し，再

びデポに戻る閉路）の集合を  𝑅𝑅 � �1,2, ⋯ , 𝑟𝑟� とする．

ここで，ルートは通常の積載量制約とともに，既述

の帰り荷と時間枠の制約を満たしているものとする．

また，ルート  ℎ ∈ 𝑅𝑅𝑅の運搬費用（固定費用と移動費用

の総和）を  𝑐𝑐�，顧客  𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖𝑖の荷物を運搬した場合の運

搬収益を  𝑓𝑓� とする．さらに，ルートと顧客の関係を

次で定義する．  

 𝛼𝛼�� � �1,    ルート  ℎ に顧客  𝑖𝑖𝑖が含まれる場合

0,    その他
, 

  ℎ ∈ 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅    (1)
このとき，  変数  𝑥𝑥� を  

 𝑥𝑥� � �1,    ルート  ℎ を選択する場合

0,    その他
,     ℎ ∈ 𝑅𝑅 

とすると，帰り荷と時間枠を考慮した選択型運搬経

路問題は次のような  0-1整数計画問題に定式化され

る． 

 �P� max. � �� 𝑓𝑓�𝛼𝛼�� � 𝑐𝑐�
�∈�

� 𝑥𝑥�
�∈�

 (2)

  s. t. � 𝛼𝛼��𝑥𝑥�
�∈�

� 1,     𝑖𝑖 ∈ 𝑖𝑖 (3)

   � 𝑥𝑥�
�∈�

� 𝐾𝐾 (4)

   𝑥𝑥� ∈ �0, 1�,     ℎ ∈ 𝑅𝑅 (5)

ここで，式 (2)は目的関数で総運搬収益から総運搬費

用を差し引いた総利益を最大化することを表す．ま

た，式 (3)は運搬車が各顧客をたかだか 1 度巡回する

ことを規定する．そして，式 (4)は使用する運搬車が

所与の運搬車台数以下であることを規定する．  
なお，既述した外部委託すべき顧客を選択したい

という要望においては，外部委託費用と自社運搬費

用の総和を最小化することが望まれるが，その最適

値は，顧客  𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖𝑖の荷物を外部委託した場合の費用を

𝑒𝑒� とおくと，𝑓𝑓� � 𝑒𝑒�, 𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖𝑖とした場合の �P� の最適値を

求め，それを  ∑ 𝑒𝑒��∈�  から差し引くことで定まること

を付記しておく．  
 

33..  列列生生成成法法にに基基づづくく近近似似解解法法  
 

上述の �P� を明確に設定するためには，考えられる

全てのルートを列挙する必要があるが，その数は一

般に膨大な数になる．そのため，全てのルートを列

挙することは，それ自身が極めて多くの計算量を必

要とするため実際的でない．そこでここでは，ルー

トを逐次列挙しながら �P� の上界値を求める列生成法

を提案し，その列生成法で列挙したルートを用いて  
�P� の下界値（実行可能解）を求める近似解法を構築

する． 

いま， �P� の式 (5)を  𝑥𝑥� � 0, ℎ ∈ 𝑅𝑅 に緩和した連続緩

和問題：  

�P�� max. � �� 𝑓𝑓�𝛼𝛼�� � 𝑐𝑐�
�∈�

� 𝑥𝑥�
�∈�

 (6)

 s. t. 式 (3),(4) 
  𝑥𝑥� � 0,     ℎ ∈ 𝑅𝑅 (7)

を考える．ここで，問題  �∙� の最適値を  𝑧𝑧�∙� と記すと，

緩和法の原理より，𝑧𝑧�P� � 𝑧𝑧�P�� である．よって，�P�� を
解けば  �P� の上界値が求まる．さらに，𝑅𝑅𝑅のある部分

集合  𝑅𝑅� を考え， �P�� におけるルートの集合𝑅𝑅𝑅を𝑅𝑅� に限

定した限定主問題  �P���� と，その双対問題：  

�D���� min. � 𝑢𝑢�
�∈�

� 𝐾𝐾𝑢𝑢� (8)

 s. t. � 𝛼𝛼��𝑢𝑢� � 𝑢𝑢� � � 𝑓𝑓�𝛼𝛼��
�∈�

� 𝑐𝑐�,
�∈�

   ℎ ∈ 𝑅𝑅� 

   (9)
  𝑢𝑢� � 0,     𝑖𝑖 ∈ 𝑖𝑖 (10)
  𝑢𝑢� � 0 (11)

を考える．ここで， �D���� の𝑢𝑢�, 𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖𝑖と  𝑢𝑢� はそれぞれ  
�P���� の式 (3)と式 (4)に対応する双対変数であり，双対

定理より  𝑧𝑧�P���� � 𝑧𝑧�D���� である．そこで  �P���� の最適解

を  �𝑥̅𝑥��， �D���� の最適解を �𝑢𝑢��� , 𝑢𝑢��とし，  

𝑐𝑐�∗ � 𝑐𝑐� � � 𝛼𝛼���𝑢𝑢�� � 𝑓𝑓��
�∈�

� 𝑢𝑢��,    ℎ ∈ 𝑅𝑅 (12)

とおく．このとき，  

𝑐𝑐∗ � ����∈� 𝑐𝑐�∗ (13)

である  𝑐𝑐∗ を定めると，𝑐𝑐∗ � 0 ならば，�D���� の最適解は

 �P�� の双対問題の最適解となり，  

𝑥𝑥�∗ � �𝑥̅𝑥�,     ℎ ∈ 𝑅𝑅�
0,     その他 

,     ℎ ∈ 𝑅𝑅 (14)

である  �𝑥𝑥�∗� は  �P�� の最適解となる． 

 以上の準備の下，当研究では，概略，次のような

手順で �P� の実行可能解を求めるものとする．ただし，

次の手順の S0，S2，S4 を実行する方法については後

述する． 

－ 17－

胡　津閣・森山弘海
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 𝑡𝑡� � ��� � max�0, 𝑏𝑏� � ��� � 𝑎𝑎���� � 𝑥𝑥��� 
 �max�0, m���𝑎𝑎� � 𝑎𝑎�, ����� � 𝑏𝑏� � 𝑎𝑎��𝑥𝑥�� � 𝑡𝑡�, 
 �𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖�∈𝐴𝐴� (28)

 𝑎𝑎� � � max�0, 𝑎𝑎� � ��� � 𝑎𝑎��
�∈���

𝑥𝑥�� � 𝑡𝑡�,       𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖��� (29)

 𝑡𝑡� � 𝑏𝑏� � � max�0, 𝑏𝑏� � 𝑏𝑏� � ����
�∈���

𝑥𝑥��,       𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖� (30)

そこで当研究では，以上のように強化された問題

��������を数理計画ソルバーで解いて  𝑐𝑐∗ を求めるが，列

生成法に基づく近似解法のS2においては，常に  𝑐𝑐∗を
求める必要はなく，𝑐𝑐�∗ � 0, ∃ ℎ ∈ 𝑅𝑅 であるルート  ℎ が求

まればS3へ計算を進めることができる．また，S3に
おいても，常に  𝑐𝑐�∗ � 0 である全てのルートの集合を求

める必要はなく， 𝑐𝑐�∗ � 0, ∃ ℎ ∈ 𝑅𝑅 であるルート  ℎ を𝑅𝑅����� � �ℎ� とすることができる．そこでここでは，

�������� の最適解を常に求めるのではなく，目的関数値

が負の実行可能解が求まった時点で  �������� の計算を

終了するものとする． 

 

55..  数数値値実実験験にによよるる検検証証  
 

以上，帰り荷と時間枠を考慮した選択型運搬経路

問題に対する列生成法を提案したが，その有効性を

検証するために数値実験を実施した．ただし，数値

実験で使用した実験データの作成方法と実験環境に

関しては以下の通りである．  

(1) 通常の時間枠付き運搬経路問題に対する代表的

なベンチマーク問題 21)を基に，帰り荷と時間枠を

考慮した選択型運搬経路問題の問題例を作成し

た．使用したベンチマーク問題に関しては以下の

通りである． 

 顧客数  𝑛𝑛 は  𝑛𝑛 � �00 である． 

 顧客（デポを含む） 𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖� から顧客（デポを

含む） 𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗  � への移動費用  𝑐𝑐�� と移動時間  𝑡𝑡�� 
は，顧客（デポを含む）𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖� の2次元平面上

の座標  �𝑋𝑋�, 𝑌𝑌�� を与え，次式で定めている． 

 𝑐𝑐�� � ��𝑋𝑋� � 𝑋𝑋��� � �𝑌𝑌� � 𝑌𝑌���,  𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖� (31)

 𝑡𝑡�� � 𝑐𝑐��,      𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖� (32)

 顧客  𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖 の最早サービス開始時刻  𝑎𝑎� と最

遅サービス開始時刻  𝑏𝑏� は，パラメータ  𝑓𝑓�0 �
𝑓𝑓 � �� を与えて  |𝑁𝑁�| � 𝑛𝑛𝑓𝑓 である顧客の部分集

合  𝑁𝑁��⊆ 𝑁𝑁� をランダムに選択するとともに，

デポ  0 における運搬車の最早出発（到着）時

刻  𝑎𝑎��� 𝑎𝑎���� と 最 遅 出 発 （ 到 着 ） 時 刻  
𝑏𝑏��� 𝑏𝑏���� とを与え，次式で定めている． 

 𝑎𝑎� � �𝑈𝑈�𝑎𝑎� � 𝑡𝑡��, 𝑏𝑏� � 𝑡𝑡�� � 𝑠𝑠�� � ℎ�,   𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖�    
0,               その他

, 
 𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖 (33)

 𝑏𝑏� � �𝑈𝑈�𝑎𝑎� � 𝑡𝑡��, 𝑏𝑏� � 𝑡𝑡�� � 𝑠𝑠�� � ℎ�,   𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖�    
𝑏𝑏� � 𝑡𝑡�� � 𝑠𝑠�,            その他

, 
 𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖 (34)
ただし，𝑈𝑈�𝑎𝑎� � 𝑡𝑡��, 𝑏𝑏� � 𝑡𝑡�� � 𝑠𝑠�� は �𝑎𝑎� � 𝑡𝑡��, 𝑏𝑏� �
𝑡𝑡�� � 𝑠𝑠�� の一様整数乱数であり，ℎ� はある正 

Table 1  Characteristics of the benchmark problems
Type 𝑏𝑏�  max 𝑞𝑞�  ∑ 𝑞𝑞�   𝑄𝑄	 	 𝑠𝑠𝑠

R1 1236 50 1458 200 10 
R2 3390 50 1458 1000 10 
C1 230 41 1810 200 90 
C2 1000 41 1810 700 90 

RC1 240 40 1724 200 10 
RC2 960 40 1724 1000 10 

 

規分布（文献 21)ではこの正規分布の平均と分

散を明示していない）で定めた値である． 

 デポ  0 における運搬車の最早出発（到着）時

刻  𝑎𝑎��� 𝑎𝑎���� は  0 である． 

 サービス時間  𝑠𝑠�, 𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖 はすべて等しく， 𝑠𝑠� �
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠    である  𝑠𝑠 を定めている． 

 ベンチマーク問題はTable 1の6タイプに分類

されている．ただし， Table 1の  max 𝑞𝑞� は
max�∈� 𝑞𝑞� であり，∑ 𝑞𝑞� は∑ 𝑞𝑞��∈�  である． 

(2) 運搬車数  𝐾𝐾𝐾は  𝐾𝐾 � �, �0 の2通りとした． 

(3) 上記ベンチマーク問題の最初の  𝐶𝐶 � 𝑛𝑛𝑄𝑄 個の顧客

を配送先，残りの  𝑁𝑁 � 𝑛𝑛 � 𝐶𝐶 個の顧客を集荷先とし，

最大積載量  𝑄𝑄𝑄は  𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄とした． 

(4) 顧客  𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖𝑖の運搬収益  𝑓𝑓� は次式で定めた． 

𝑓𝑓� � 0��𝑐𝑐��𝑞𝑞�,     𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖 (35)

(5) 運搬車の固定費用  𝑐𝑐� は  𝑐𝑐� � �0 とした． 

(6) 使用計算機は Intel® Core™i7-7700T CPU 2.90GHz
（ 4-core）のCPUと 16GBのメモリを搭載した PC
（OS：Windows 10 professional 64bit）で，使用言

語 は C# （ 処 理 系 ： Microsoft Visual Studio 
Community 2017）である． 

(7) 列生成法に基づく近似解法に使用した数理計画

ソルバーはGurobi Optimizer Version 8.1.022)であ

る． 

(8) 列生成法（手順のS0～S3）の計算は，S3の終了時

点の計算時間が 1800秒以上となれば打ち切りと

した． 

以上の実験データと実験環境の下で実施した数値

実験の結果をベンチマーク問題の 6タイプごとにそ

れぞれTable 2～7に示す．ただし，Table 2～7に関し

ては以下の通りである． 

(1) Table 2～7の  𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁 はベンチマーク問題の問題名

である． 

(2) Table 2～ 7の  𝑓𝑓 は上述した顧客  𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖 の最早サー

ビス開始時刻  𝑎𝑎� と最遅サービス開始時刻  𝑏𝑏� を定

める場合のパラメータで  0 � 𝑓𝑓 � � である． 

(3) Table 2～7の  𝑧𝑧� と  𝑧𝑧� はそれぞれ求まった下界値

と上界値である．ただし，「－」は計算打切りま

でに上界値が求まらなかった場合である． 

(4) Table 2～ 7の  𝑛𝑛� は求まった実行可能解の運搬顧

客数である． 

(5) Table 2～7の  𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 は生成した列数である． 

(6) Table 2～7の  𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡��� は列生成法（手順のS0～S3）
の計算時間（単位は秒）で，𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡��� は列生成法に

基づく近似解法（手順のS0～S4）の計算時間（単

ヘッダー 
 

 ― 3 ― 

手手順順 列生成法に基づく近似解法 

S0. 初期ルートを生成し，それらの集合を𝑅𝑅�とおく．

S1. �P���� の最適解  �𝑥̅𝑥�� と  �D���� の最適解 �𝑢𝑢���，𝑢𝑢�� を求

める． 

S2. 𝑐𝑐∗ � 0 ならばS4へ． 

S3. 𝑐𝑐�∗ � 0 であるルートの集合  𝑅𝑅����� を求め，𝑅𝑅� ≔ 𝑅𝑅� ∪
𝑅𝑅�����としてS1へ． 

S4. �P���� に 𝑥𝑥� ∈ �0, 1�, ℎ ∈ 𝑅𝑅�を追加した問題 �P��� を解

いて  �P� の実行可能解  �𝑥𝑥�∗� を求める． 

この手順のS0においては，初期ルートを求める必

要があるが，ここでは，�0 → 𝑖𝑖 𝑖𝑖 �, 𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖𝑖である  𝑛𝑛𝑛個の

ルートを初期ルートとする．また，S4においては �𝑃𝑃���
の最適解を数理計画ソルバーで求めるものとする．

さらに，この手順のS2においては，式 (13)の  𝑐𝑐∗を求め

る必要があるが，そのための問題（価格付け問題と

いう）については次節で確認する． 

 

44..  価価格格付付けけ問問題題のの定定式式化化  
 

ここでは，前述した価格付け問題（式 (13)の  𝑐𝑐∗を求

める問題）を混合0-1整数計画問題に定式化する．  

 配送先の集合を  � � �1,2, ⋯ , 𝑙𝑙�，集荷先の集合を  � �
�𝑙𝑙 � 1, 𝑙𝑙 � 2, ⋯ , 𝑙𝑙 � ��，配送先と集荷先を併せた顧客の

集合を  𝑖𝑖 � � ∪ � � �1,2, ⋯ , 𝑛𝑛� とする．ただし，𝑛𝑛 � 𝑙𝑙 � �
である．また，デポ（運搬車の発地）を  0，ダミーの

デポ（運搬車の着地）を  𝑛𝑛 � 1 で表し，𝑁𝑁𝑁に  0 を加え

た集合を  𝑁𝑁� � 𝑖𝑖 ∪ �0� とし，𝑁𝑁𝑁に  𝑛𝑛 � 1 を加えた集合を

 𝑁𝑁��� � 𝑖𝑖 ∪ �𝑛𝑛 � 1� とする．さらに， 

 𝑎𝑎� : デポ0 における運搬車の最早出発時刻 

 𝑏𝑏� : デポ0 における運搬車の最遅到着時刻 

 𝑎𝑎��� : デポ0 における運搬車の最早到着時刻 

 𝑏𝑏��� : デポ0 における運搬車の最遅到着時刻 

 𝑎𝑎� : 顧客  𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖𝑖の最早サービス開始時刻 

 𝑏𝑏� : 顧客  𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖𝑖の最遅サービス開始時刻 

 𝑞𝑞� : 顧客  𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖𝑖の需要量（配送量と集荷量）

 𝑄𝑄 : 運搬車の最大積載量 

 
𝑐𝑐�� : 顧客（デポを含む） 𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖� から顧客（デ

ポを含む） 𝑗𝑗 𝑗𝑗𝑗 � への移動費用 

 𝑐𝑐� : 運搬車の固定費用 

 
𝑡𝑡�� : 顧客（デポを含む） 𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖� から顧客（デ

ポを含む） 𝑗𝑗 𝑗𝑗𝑗 � への移動時間 

 𝑠𝑠� : 顧客  𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖𝑖のサービス時間 

とする．加えて，𝐴𝐴� � ��0, 𝑗𝑗� | 𝑗𝑗 𝑗𝑗𝑗 �，𝐴𝐴� � ��𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 � ∈ 𝑖𝑖 � 𝑖𝑖 
|  𝑖𝑖 � 𝑗𝑗�，𝐴𝐴� � ��𝑖𝑖, 𝑛𝑛 � 1� | 𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖�，𝐴𝐴 � 𝐴𝐴�∪𝐴𝐴�∪𝐴𝐴� とし， 

 𝑐𝑐�̅� � �
𝑐𝑐�� � 𝑢𝑢��/2 � �𝑢𝑢�� � 𝑓𝑓��/2,              �0, 𝑗𝑗� ∈ 𝐴𝐴�
𝑐𝑐�� � �𝑢𝑢�� � 𝑓𝑓��/2 � �𝑢𝑢�� � 𝑓𝑓��/2,   �𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 � ∈ 𝐴𝐴�

𝑐𝑐�� � �𝑢𝑢�� � 𝑓𝑓��/2 � 𝑢𝑢��/2,             �𝑖𝑖, 𝑛𝑛 � 1� ∈ 𝐴𝐴�
, 

 �𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 � ∈ 𝐴𝐴 (15)

 𝑑𝑑�� � �
𝑡𝑡��,           �0, 𝑗𝑗� ∈ 𝐴𝐴�    
𝑠𝑠� � 𝑡𝑡��,   �𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 � ∈ 𝐴𝐴�    

𝑠𝑠� � 𝑡𝑡��, �𝑖𝑖, 𝑛𝑛 � 1� ∈ 𝐴𝐴�
,  �𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 � ∈ 𝐴𝐴 (16)

とする．このとき，変数  𝑥𝑥�� と  𝑡𝑡� を 

 

𝑥𝑥�� � �
1,  運搬車が顧客（デポを含む）  𝑖𝑖𝑖から顧

 客（デポを含む） 𝑗𝑗 へ直接移動する場合

0,  その他                       �𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 � ∈ 𝐴𝐴
, 

𝑡𝑡� : デポ0 にからの運搬車の出発時刻 

𝑡𝑡� : 顧客 𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖 におけるサービス開始時刻 

𝑡𝑡��� : デポ0 への運搬車の到着時刻 

と定義すると，前述した価格付け問題は，次のよう

な混合0-1整数計画問題に定式化される．ただし，𝐵𝐵𝐵は
十分に大きな数である． 

�������� min. � 𝑐𝑐�̅�𝑥𝑥��
��,��∈�

� 𝑐𝑐� (17)

 s. t. � 𝑥𝑥��
�∈�

� 1 (18)

  � 𝑥𝑥��
�∈��∖���

� � 𝑥𝑥��
�∈����∖���

,     𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖 (19)

  � 𝑥𝑥�,���
�∈�

� 1 (20)

  � � 𝑥𝑥��
�∈��∈�

� 1 (21)

  � � 𝑥𝑥��
�∈��∈�

� 0 (22)

  � � 𝑞𝑞�𝑥𝑥��
�∈��∈��∖���

� 𝑄𝑄 (23)

  � � 𝑞𝑞�𝑥𝑥��
�∈����∖����∈�

� 𝑄𝑄 (24)

  𝑡𝑡� � 𝑑𝑑�� � 𝐵𝐵�1 � 𝑥𝑥��� � 𝑡𝑡�,  
�𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 � ∈ 𝐴𝐴 (25)

𝑎𝑎� � 𝑡𝑡� � 𝑏𝑏�,     𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖 𝑖 �0, 𝑛𝑛 � 1� (26)
  𝑥𝑥�� ∈ �0,1�,     �𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 � ∈ 𝐴𝐴 (27)

ここで，式 (17)は目的関数で最適値が式 (13)の  𝑐𝑐∗ にな

ることを表す．そして式 (18)， (19)， (20)はルートが

生成されることを規定する．また，式 (21)， (22)は，

ルートが (a)配送先だけを巡回する， (b)集荷先だけを

巡回する， (c)配送先と集荷先を巡回する場合に配送

先をすべて巡回したあとに集荷先を巡回する，のい

ずれかになることを規定する．また，式 (23)は運搬車

が巡回する配送先の需要量の総和が最大積載量以下

であることを，式 (24)は運搬車が巡回する集荷先の需

要量の総和が最大積載量以下であることを規定する．

そして式 (25)， (26)は，デポ0 における運搬車の出発

時刻と到着時刻および巡回する顧客におけるサービ

ス開始時刻が所与の時間枠を満たすことを規定する． 

 当研究では，この ��������を数理計画ソルバーで解い

て  𝑐𝑐∗ を求めるが，式 (25)のような十分に大きな数  𝐵𝐵 を
含んだ定式化は一般に多くの計算時間を必要とする

ため，𝐵𝐵 の値をできる限り小さい値に変更することで

式 (25)を強化することを考える. 

式 (25)は𝑥𝑥�� � 0であるとき， 𝑡𝑡� � 𝑑𝑑�� � 𝑡𝑡� � 𝐵𝐵, �𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 � ∈ 𝐴𝐴
となるが，式 (26)より 𝑡𝑡� � 𝑏𝑏�であり 𝑡𝑡� � 𝑎𝑎� であるため，

式 (25)の𝐵𝐵𝐵の値を  𝑏𝑏� � 𝑑𝑑�� � 𝑎𝑎� に設定しても，式 (25)は
すべての実行可能解に対して成立する．よって，式

(25)は  𝐵𝐵 � 0 である場合のみ意味があることに注意す

ると，式 (25)の  𝐵𝐵𝐵を  ����0, 𝑏𝑏� � 𝑑𝑑�� � 𝑎𝑎��で置き換えるこ

とができる．さらに，式 (25)の �𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 � ∈ 𝐴𝐴� に対応した制

約式，式 (26)の  𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖��� に対応した下限制約式，式 (26)
の  𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖� に対応した上限制約式は，持ち上げ（ lifting）
操作 20)を適用することにより，次のような強化した

制約式にそれぞれ書き換えることができる．ただし，

𝑁𝑁�� � �𝑗𝑗 𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 �𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 � ∈ 𝐴𝐴�，𝑁𝑁�� � �𝑗𝑗 𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 �𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 � ∈ 𝐴𝐴�である．  
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 𝑡𝑡� � ��� � max�0, 𝑏𝑏� � ��� � 𝑎𝑎���� � 𝑥𝑥��� 
 �max�0, m���𝑎𝑎� � 𝑎𝑎�, ����� � 𝑏𝑏� � 𝑎𝑎��𝑥𝑥�� � 𝑡𝑡�, 
 �𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖�∈𝐴𝐴� (28)

 𝑎𝑎� � � max�0, 𝑎𝑎� � ��� � 𝑎𝑎��
�∈���

𝑥𝑥�� � 𝑡𝑡�,       𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖��� (29)

 𝑡𝑡� � 𝑏𝑏� � � max�0, 𝑏𝑏� � 𝑏𝑏� � ����
�∈���

𝑥𝑥��,       𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖� (30)

そこで当研究では，以上のように強化された問題

��������を数理計画ソルバーで解いて  𝑐𝑐∗ を求めるが，列

生成法に基づく近似解法のS2においては，常に  𝑐𝑐∗を
求める必要はなく，𝑐𝑐�∗ � 0, ∃ ℎ ∈ 𝑅𝑅 であるルート  ℎ が求

まればS3へ計算を進めることができる．また，S3に
おいても，常に  𝑐𝑐�∗ � 0 である全てのルートの集合を求

める必要はなく， 𝑐𝑐�∗ � 0, ∃ ℎ ∈ 𝑅𝑅 であるルート  ℎ を𝑅𝑅����� � �ℎ� とすることができる．そこでここでは，

�������� の最適解を常に求めるのではなく，目的関数値

が負の実行可能解が求まった時点で  �������� の計算を

終了するものとする． 

 

55..  数数値値実実験験にによよるる検検証証  
 

以上，帰り荷と時間枠を考慮した選択型運搬経路

問題に対する列生成法を提案したが，その有効性を

検証するために数値実験を実施した．ただし，数値

実験で使用した実験データの作成方法と実験環境に

関しては以下の通りである．  

(1) 通常の時間枠付き運搬経路問題に対する代表的

なベンチマーク問題 21)を基に，帰り荷と時間枠を

考慮した選択型運搬経路問題の問題例を作成し

た．使用したベンチマーク問題に関しては以下の

通りである． 

 顧客数  𝑛𝑛 は  𝑛𝑛 � �00 である． 

 顧客（デポを含む） 𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖� から顧客（デポを

含む） 𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗  � への移動費用  𝑐𝑐�� と移動時間  𝑡𝑡�� 
は，顧客（デポを含む）𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖� の2次元平面上

の座標  �𝑋𝑋�, 𝑌𝑌�� を与え，次式で定めている． 

 𝑐𝑐�� � ��𝑋𝑋� � 𝑋𝑋��� � �𝑌𝑌� � 𝑌𝑌���,  𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖� (31)

 𝑡𝑡�� � 𝑐𝑐��,      𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖� (32)

 顧客  𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖 の最早サービス開始時刻  𝑎𝑎� と最

遅サービス開始時刻  𝑏𝑏� は，パラメータ  𝑓𝑓�0 �
𝑓𝑓 � �� を与えて  |𝑁𝑁�| � 𝑛𝑛𝑓𝑓 である顧客の部分集

合  𝑁𝑁��⊆ 𝑁𝑁� をランダムに選択するとともに，

デポ  0 における運搬車の最早出発（到着）時

刻  𝑎𝑎��� 𝑎𝑎���� と 最 遅 出 発 （ 到 着 ） 時 刻  
𝑏𝑏��� 𝑏𝑏���� とを与え，次式で定めている． 

 𝑎𝑎� � �𝑈𝑈�𝑎𝑎� � 𝑡𝑡��, 𝑏𝑏� � 𝑡𝑡�� � 𝑠𝑠�� � ℎ�,   𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖�    
0,               その他

, 
 𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖 (33)

 𝑏𝑏� � �𝑈𝑈�𝑎𝑎� � 𝑡𝑡��, 𝑏𝑏� � 𝑡𝑡�� � 𝑠𝑠�� � ℎ�,   𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖�    
𝑏𝑏� � 𝑡𝑡�� � 𝑠𝑠�,            その他

, 
 𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖 (34)
ただし，𝑈𝑈�𝑎𝑎� � 𝑡𝑡��, 𝑏𝑏� � 𝑡𝑡�� � 𝑠𝑠�� は �𝑎𝑎� � 𝑡𝑡��, 𝑏𝑏� �
𝑡𝑡�� � 𝑠𝑠�� の一様整数乱数であり，ℎ� はある正 

Table 1  Characteristics of the benchmark problems
Type 𝑏𝑏�  max 𝑞𝑞�  ∑ 𝑞𝑞�   𝑄𝑄	 	 𝑠𝑠𝑠

R1 1236 50 1458 200 10 
R2 3390 50 1458 1000 10 
C1 230 41 1810 200 90 
C2 1000 41 1810 700 90 

RC1 240 40 1724 200 10 
RC2 960 40 1724 1000 10 

 

規分布（文献 21)ではこの正規分布の平均と分

散を明示していない）で定めた値である． 

 デポ  0 における運搬車の最早出発（到着）時

刻  𝑎𝑎��� 𝑎𝑎���� は  0 である． 

 サービス時間  𝑠𝑠�, 𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖 はすべて等しく， 𝑠𝑠� �
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠    である  𝑠𝑠 を定めている． 

 ベンチマーク問題はTable 1の6タイプに分類

されている．ただし， Table 1の  max 𝑞𝑞� は
max�∈� 𝑞𝑞� であり，∑ 𝑞𝑞� は∑ 𝑞𝑞��∈�  である． 

(2) 運搬車数  𝐾𝐾𝐾は  𝐾𝐾 � �, �0 の2通りとした． 

(3) 上記ベンチマーク問題の最初の  𝐶𝐶 � 𝑛𝑛𝑄𝑄 個の顧客

を配送先，残りの  𝑁𝑁 � 𝑛𝑛 � 𝐶𝐶 個の顧客を集荷先とし，

最大積載量  𝑄𝑄𝑄は  𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄とした． 

(4) 顧客  𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖𝑖の運搬収益  𝑓𝑓� は次式で定めた． 

𝑓𝑓� � 0��𝑐𝑐��𝑞𝑞�,     𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖 (35)

(5) 運搬車の固定費用  𝑐𝑐� は  𝑐𝑐� � �0 とした． 

(6) 使用計算機は Intel® Core™i7-7700T CPU 2.90GHz
（ 4-core）のCPUと 16GBのメモリを搭載した PC
（OS：Windows 10 professional 64bit）で，使用言

語 は C# （ 処 理 系 ： Microsoft Visual Studio 
Community 2017）である． 

(7) 列生成法に基づく近似解法に使用した数理計画

ソルバーはGurobi Optimizer Version 8.1.022)であ

る． 

(8) 列生成法（手順のS0～S3）の計算は，S3の終了時

点の計算時間が 1800秒以上となれば打ち切りと

した． 

以上の実験データと実験環境の下で実施した数値

実験の結果をベンチマーク問題の 6タイプごとにそ

れぞれTable 2～7に示す．ただし，Table 2～7に関し

ては以下の通りである． 

(1) Table 2～7の  𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁 はベンチマーク問題の問題名

である． 

(2) Table 2～ 7の  𝑓𝑓 は上述した顧客  𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖 の最早サー

ビス開始時刻  𝑎𝑎� と最遅サービス開始時刻  𝑏𝑏� を定

める場合のパラメータで  0 � 𝑓𝑓 � � である． 

(3) Table 2～7の  𝑧𝑧� と  𝑧𝑧� はそれぞれ求まった下界値

と上界値である．ただし，「－」は計算打切りま

でに上界値が求まらなかった場合である． 

(4) Table 2～ 7の  𝑛𝑛� は求まった実行可能解の運搬顧

客数である． 

(5) Table 2～7の  𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 は生成した列数である． 

(6) Table 2～7の  𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡��� は列生成法（手順のS0～S3）
の計算時間（単位は秒）で，𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡��� は列生成法に

基づく近似解法（手順のS0～S4）の計算時間（単
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Table 5  Computational results（Type C2） 
  𝐾𝐾 � � 𝐾𝐾 � �� 

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁 𝑓𝑓 𝑧𝑧� 𝑧𝑧� 𝑛𝑛� 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡��� 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡��� 𝑧𝑧� 𝑧𝑧� 𝑛𝑛� 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡��� 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡���
C201 1.00 4616.510 4698.352 92 2341 481.5 482.1 4633.582 4732.639 95 2802 491.8 492.8 
C202 0.75 4145.106 － 82 1388 1802.0 1802.7 4518.105 － 94 1785 1803.6 1804.7
C203 0.50 3910.374 － 79 1114 1802.1 1802.7 4419.673 － 94 1562 1834.4 1835.0
C204 0.25 3815.727 － 81 1294 1800.2 1800.9 4320.233 － 94 1593 1800.6 1801.9
C205 1.00 4598.378 － 92 1823 1824.7 1825.1 4574.330 － 96 2182 1922.4 1923.0
C206 1.00 4297.118 － 87 1649 1802.5 1802.9 4485.557 － 91 2053 1800.4 1801.0
C207 1.00 4151.891 － 83 1574 1800.2 1800.6 4332.178 － 96 1799 1800.5 1802.1
C208 1.00 4073.884 － 86 1327 1800.7 1801.1 4466.735 － 91 1643 1800.4 1800.9

 

Table 6  Computational results（Type RC1） 
  𝐾𝐾 � � 𝐾𝐾 � �� 

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁 𝑓𝑓 𝑧𝑧� 𝑧𝑧� 𝑛𝑛� 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡��� 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡��� 𝑧𝑧� 𝑧𝑧� 𝑛𝑛� 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡��� 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡���
RC101 1.00 2119.297 2121.167 34 224 98.4 98.4 3356.711 3455.795 64 480 253.8 253.9 
RC102 0.75 2306.489 － 36 258 2447.1 2447.1 3557.083 － 69 485 1846.7 1846.8
RC103 0.50 2388.170 － 44 337 1940.4 1940.4 3637.563 － 72 558 1806.4 1806.5
RC104 0.25 2252.773 － 38 271 1931.6 1931.6 3769.909 － 68 528 1808.7 1808.8
RC105 1.00 2118.420 － 38 286 1806.9 1806.9 3420.146 － 62 449 2588.5 2588.6
RC106 1.00 2265.120 － 32 305 1946.6 1946.7 3559.426 － 65 530 1808.7 1808.7
RC107 1.00 2393.268 － 37 749 1874.4 1874.4 3756.876 － 63 537 1960.4 1960.5
RC108 1.00 2370.963 － 39 292 1802.1 1802.1 3855.973 － 69 529 2450.6 2450.6

 

Table 7  Computational results（Type RC2） 
  𝐾𝐾 � � 𝐾𝐾 � �� 

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁 𝑓𝑓 𝑧𝑧� 𝑧𝑧� 𝑛𝑛� 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡��� 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡��� 𝑧𝑧� 𝑧𝑧� 𝑛𝑛� 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡��� 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡���
RC201 1.00 4238.314 － 82 1783 1814.7 1814.9 4498.474 － 94 1500 1824.4 1824.5
RC202 0.75 3915.139 － 71 1067 1856.0 1856.9 4610.419 － 96 1183 2069.3 2069.4
RC203 0.50 3948.842 － 66 1064 1865.0 1865.6 4316.583 － 90 1121 1827.0 1827.3
RC204 0.25 4263.031 － 82 1126 1803.9 1804.4 4250.040 － 93 1403 1802.4 1803.5
RC205 1.00 4060.455 － 74 1059 1829.2 1829.5 4465.257 － 95 1116 1800.1 1800.3
RC206 1.00 4022.818 － 71 1303 1825.0 1826.8 4575.669 － 95 1356 1835.1 1835.5
RC207 1.00 4047.205 － 77 1181 1941.8 1942.6 4508.778 － 93 1250 1801.8 1802.1
RC208 1.00 4010.867 － 70 855 1802.6 1803.0 4372.123 － 87 1292 1802.3 1802.9

 

Table 8  Relative errors 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁 𝐾𝐾 𝑧𝑧� 𝑧𝑧� 𝜀𝜀 
R101 5 1112.760 1112.760 0.000
R101 10 3915.139 3915.139 0.000
R105 5 1329.330 1376.203 0.034
R105 10 1943.958 1950.706 0.003
C101 5 2215.401 2245.713 0.013
C101 10 3353.590 3457.379 0.030
C105 5 2282.907 2365.199 0.035
C105 10 3470.680 3556.030 0.024
C106 5 2341.559 2393.869 0.022
C107 5 2459.705 2511.391 0.021
C107 10 3552.776 3630.186 0.021
C201 5 4616.510 4698.352 0.019
C201 10 4612.626 4732.639 0.021

RC101 5 2119.297 2121.167 0.001
RC101 10 3356.711 3455.795 0.029

問題例の方が（多くの顧客を巡回できる可能性が高ま

るため当然のことであるが）求まった実行可能解の運

搬顧客数 𝑛𝑛� が増加することを示している． 

加えて，この数値実験の結果は，提案法の計算時の

大部分が列生成法（手順の S0～S3）の計算時間  𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡���
であることを示しているため，計算時間の短縮化のた

めには，今後，効果的な列の生成法や価格付け問題に

対する効率的な解法の開発が必要であることを示唆し

ている． 

 

66..  おおわわりりにに  
 

当研究では，帰り荷と時間枠を考慮した選択型運搬

経路問題を取り上げ，列生成法に基づくその近似解法

を提案した．そして，提案した解法の有効性を検証す

るための数値実験を実施した．数値実験では，提案し

た解法を用いて全ての問題例で実行可能解を求めるこ

とができた．また，上界値が求まった問題例において

は，相対誤差0.035以下の解が求まることを確認し，提

案法を用いて高い精度の実行可能解が求まることを検

証した． 

ヘッダー 
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位は秒）である． 

また，上界値が求まった問題例については，相対

誤差  � � �𝑧𝑧� � 𝑧𝑧��/𝑧𝑧� をTable 8に示す． 

この数値実験では，全ての問題例で実行可能解（下

界値）を求めることができたが，多くの問題例にお

いてその精度を（計算打切りまでに上界値が求まら

なかったため）検証できなかった．しかしながら，

上界値が求まった問題例においては，相対誤差0.035
以下の解が求まっており（Table 8参照），提案法を

用いて高い精度の実行可能解が求まることを検証で

きた． 

また，この数値実験の結果は，𝑓𝑓 が1.00より小さい

全ての問題例と，タイプがR2，C2，RC2の多くの問

題例は，上界値を求めることができなかったことを

示している．この理由としては，𝑓𝑓 が小さい問題例ほ

ど時間枠制限のある顧客数が少なくなるとともに，

タイプがR2，C2，RC2の問題例は（R1，C1，RC1の
問題例よりも）時間枠の幅が広くなることから，そ

のような問題例は，実行可能なルートの組み合せが

増加し，上界値を求めるのに必要な列の求解に時間

を要するためと考えられる．さらに，この数値実験

の結果は，同じ問題名ならば，� � ��よりも �� � ���の 

 

Table 2  Computational results（Type R1） 

  � � � � � �� 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁 𝑓𝑓 𝑧𝑧� 𝑧𝑧� 𝑛𝑛� 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡��� 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡��� 𝑧𝑧� 𝑧𝑧� 𝑛𝑛� 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡��� 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡���
R101 1.00 1112.760 1112.760 25 131 10.0 10.0 1685.504 1696.128 52 251 56.6 56.7 
R102 0.75 1428.724 － 34 244 1822.1 1822.1 1879.747 － 65 482 1821.1 1821.4
R103 0.50 1579.006 － 40 244 2059.7 2059.7 2073.624 － 68 482 1813.9 1814.0
R104 0.25 1727.620 － 45 298 2733.2 2733.2 2118.298 － 73 649 1854.5 1855.5
R105 1.00 1329.330 1376.203 34 201 59.7 59.7 1943.958 1950.706 60 433 136.8 136.9 
R106 0.75 1557.884 － 39 270 2138.6 2138.7 2065.480 － 70 572 2011.4 2011.6
R107 0.50 1721.797 － 42 303 1823.6 1823.6 2158.181 － 75 668 1841.4 1841.8
R108 0.25 1751.254 － 43 338 1803.7 1803.7 2234.728 － 78 736 1820.8 1821.6
R109 1.00 1366.204 － 32 225 1975.1 1975.1 1979.373 － 61 505 1959.5 1959.6
R110 1.00 1544.040 － 38 240 2157.2 2157.2 2091.193 － 69 485 1829.0 1829.1
R111 1.00 1637.657 － 38 228 1839.1 1839.1 2028.195 － 68 462 1831.3 1831.5
R112 1.00 1731.566 － 39 262 2036.6 2036.7 2169.861 － 71 585 1802.4 1803.0

 

Table 3  Computational results（Type R2） 

  � � � � � �� 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁 𝑓𝑓 𝑧𝑧� 𝑧𝑧� 𝑛𝑛� 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡��� 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡��� 𝑧𝑧� 𝑧𝑧� 𝑛𝑛� 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡��� 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡���
R201 1.00 2143.158 － 78 1282 1800.1 1800.5 2242.014 － 86 842 778.3 778.4 
R202 0.75 2137.523 － 73 909 2355.7 2356.9 2260.984 － 79 1020 1915.4 1918.3
R203 0.50 2143.594 － 70 978 1801.5 1803.2 2422.646 － 89 881 1802.2 1802.7
R204 0.25 2359.658 － 75 1182 1801.4 1803.1 2411.985 － 81 1152 1802.2 1805.9
R205 1.00 2220.226 － 75 1088 1804.3 1804.8 2419.569 － 88 1180 1967.2 1967.5
R206 0.75 2232.034 － 67 1227 1800.4 1802.1 2453.697 － 84 1234 1800.9 1802.0
R207 0.50 2198.664 － 68 1289 1800.7 1803.6 2372.486 － 83 995 1858.5 1862.5
R208 0.25 2359.849 － 78 1400 1801.4 1812.1 2506.566 － 80 1336 1801.8 1805.2
R209 1.00 2199.352 － 70 881 1896.2 1896.9 2355.743 － 87 1057 1836.2 1838.0
R210 1.00 2157.304 － 76 926 2043.1 2044.9 2400.948 － 77 974 1807.5 1809.2
R211 1.00 2199.943 － 67 938 1832.3 1835.2 2431.080 － 83 978 1951.9 1955.1

 
Table 4  Computational results（Type C1） 

  � � � � � �� 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁 𝑓𝑓 𝑧𝑧� 𝑧𝑧� 𝑛𝑛� 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡��� 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡��� 𝑧𝑧� 𝑧𝑧� 𝑛𝑛� 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡��� 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡���
C101 1.00 2215.401 2245.713 37 249 65.1 65.2 3353.590 3457.379 66 466 125.1 125.2 
C102 0.75 2318.126 － 40 268 2328.7 2328.7 3425.226 － 71 654 3513.2 3513.4
C103 0.50 2577.873 － 39 340 2003.9 2003.9 3436.250 － 66 711 1875.7 1876.8
C104 0.25 2569.014 － 44 499 1927.5 1927.6 3517.126 － 78 718 1823.7 1824.2
C105 1.00 2282.907 2365.199 38 285 140.1 140.2 3470.680 3556.030 68 589 346.3 346.5 
C106 1.00 2341.559 2393.869 38 407 1642.9 1642.9 3523.252 － 73 695 1822.2 1822.4
C107 1.00 2459.705 2511.391 40 323 318.6 318.7 3552.776 3630.186 69 599 706.5 706.6 
C108 1.00 2397.715 － 40 360 1823.8 1823.9 3632.999 － 74 679 1808.7 1808.8
C109 1.00 2482.150 － 39 377 1834.3 1834.4 3438.845 － 71 643 1827.6 1827.8
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Table 5  Computational results（Type C2） 
  𝐾𝐾 � � 𝐾𝐾 � �� 

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁 𝑓𝑓 𝑧𝑧� 𝑧𝑧� 𝑛𝑛� 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡��� 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡��� 𝑧𝑧� 𝑧𝑧� 𝑛𝑛� 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡��� 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡���
C201 1.00 4616.510 4698.352 92 2341 481.5 482.1 4633.582 4732.639 95 2802 491.8 492.8 
C202 0.75 4145.106 － 82 1388 1802.0 1802.7 4518.105 － 94 1785 1803.6 1804.7
C203 0.50 3910.374 － 79 1114 1802.1 1802.7 4419.673 － 94 1562 1834.4 1835.0
C204 0.25 3815.727 － 81 1294 1800.2 1800.9 4320.233 － 94 1593 1800.6 1801.9
C205 1.00 4598.378 － 92 1823 1824.7 1825.1 4574.330 － 96 2182 1922.4 1923.0
C206 1.00 4297.118 － 87 1649 1802.5 1802.9 4485.557 － 91 2053 1800.4 1801.0
C207 1.00 4151.891 － 83 1574 1800.2 1800.6 4332.178 － 96 1799 1800.5 1802.1
C208 1.00 4073.884 － 86 1327 1800.7 1801.1 4466.735 － 91 1643 1800.4 1800.9

 

Table 6  Computational results（Type RC1） 
  𝐾𝐾 � � 𝐾𝐾 � �� 

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁 𝑓𝑓 𝑧𝑧� 𝑧𝑧� 𝑛𝑛� 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡��� 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡��� 𝑧𝑧� 𝑧𝑧� 𝑛𝑛� 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡��� 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡���
RC101 1.00 2119.297 2121.167 34 224 98.4 98.4 3356.711 3455.795 64 480 253.8 253.9 
RC102 0.75 2306.489 － 36 258 2447.1 2447.1 3557.083 － 69 485 1846.7 1846.8
RC103 0.50 2388.170 － 44 337 1940.4 1940.4 3637.563 － 72 558 1806.4 1806.5
RC104 0.25 2252.773 － 38 271 1931.6 1931.6 3769.909 － 68 528 1808.7 1808.8
RC105 1.00 2118.420 － 38 286 1806.9 1806.9 3420.146 － 62 449 2588.5 2588.6
RC106 1.00 2265.120 － 32 305 1946.6 1946.7 3559.426 － 65 530 1808.7 1808.7
RC107 1.00 2393.268 － 37 749 1874.4 1874.4 3756.876 － 63 537 1960.4 1960.5
RC108 1.00 2370.963 － 39 292 1802.1 1802.1 3855.973 － 69 529 2450.6 2450.6

 

Table 7  Computational results（Type RC2） 
  𝐾𝐾 � � 𝐾𝐾 � �� 

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁 𝑓𝑓 𝑧𝑧� 𝑧𝑧� 𝑛𝑛� 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡��� 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡��� 𝑧𝑧� 𝑧𝑧� 𝑛𝑛� 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡��� 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡���
RC201 1.00 4238.314 － 82 1783 1814.7 1814.9 4498.474 － 94 1500 1824.4 1824.5
RC202 0.75 3915.139 － 71 1067 1856.0 1856.9 4610.419 － 96 1183 2069.3 2069.4
RC203 0.50 3948.842 － 66 1064 1865.0 1865.6 4316.583 － 90 1121 1827.0 1827.3
RC204 0.25 4263.031 － 82 1126 1803.9 1804.4 4250.040 － 93 1403 1802.4 1803.5
RC205 1.00 4060.455 － 74 1059 1829.2 1829.5 4465.257 － 95 1116 1800.1 1800.3
RC206 1.00 4022.818 － 71 1303 1825.0 1826.8 4575.669 － 95 1356 1835.1 1835.5
RC207 1.00 4047.205 － 77 1181 1941.8 1942.6 4508.778 － 93 1250 1801.8 1802.1
RC208 1.00 4010.867 － 70 855 1802.6 1803.0 4372.123 － 87 1292 1802.3 1802.9

 

Table 8  Relative errors 
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁 𝐾𝐾 𝑧𝑧� 𝑧𝑧� 𝜀𝜀 
R101 5 1112.760 1112.760 0.000
R101 10 3915.139 3915.139 0.000
R105 5 1329.330 1376.203 0.034
R105 10 1943.958 1950.706 0.003
C101 5 2215.401 2245.713 0.013
C101 10 3353.590 3457.379 0.030
C105 5 2282.907 2365.199 0.035
C105 10 3470.680 3556.030 0.024
C106 5 2341.559 2393.869 0.022
C107 5 2459.705 2511.391 0.021
C107 10 3552.776 3630.186 0.021
C201 5 4616.510 4698.352 0.019
C201 10 4612.626 4732.639 0.021

RC101 5 2119.297 2121.167 0.001
RC101 10 3356.711 3455.795 0.029

問題例の方が（多くの顧客を巡回できる可能性が高ま

るため当然のことであるが）求まった実行可能解の運

搬顧客数 𝑛𝑛� が増加することを示している． 

加えて，この数値実験の結果は，提案法の計算時の

大部分が列生成法（手順の S0～S3）の計算時間  𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡���
であることを示しているため，計算時間の短縮化のた

めには，今後，効果的な列の生成法や価格付け問題に

対する効率的な解法の開発が必要であることを示唆し

ている． 

 

66..  おおわわりりにに  
 

当研究では，帰り荷と時間枠を考慮した選択型運搬

経路問題を取り上げ，列生成法に基づくその近似解法

を提案した．そして，提案した解法の有効性を検証す

るための数値実験を実施した．数値実験では，提案し

た解法を用いて全ての問題例で実行可能解を求めるこ

とができた．また，上界値が求まった問題例において

は，相対誤差0.035以下の解が求まることを確認し，提

案法を用いて高い精度の実行可能解が求まることを検

証した． 
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大学初年次における数学教材の提案（その 33） 

～1階線形常微分方程式～ 
貴田研司*1 

 
A Suggestion on Mathematical Materials for Freshman Education Vol. 33 

~ The Linear Ordinary Differential Equation of the First Order ~ 
 

by 
 

Kenshi KIDA *1 
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ああららまましし 

 1 階線形常微分方程式の解法の証明について，積分因子を用いた手法や定数変化法による方法などを述べる．そして，具体的

な計算例を挙げて理解を助け，さらに応用例の紹介も行う． 
 

Abstract 
    The purpose of this paper is to present proofs of solutions of the linear differential equations of the first order by means of the variation of 

constants and integrating factors. Further, we afford several concrete calculation examples. 
 
 
キキーーワワーードド：：1階線形常微分方程式，定数変化法，積分因子 
Keywords: Linear Differential Equation of the First Order, Variation of Constants, Integrating Factor 

 

11..  ははじじめめにに  

 

 大学初年次の微分積分または微分方程式において，1階線形常微分方程式 

𝑑𝑑𝑑𝑑
 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 � 𝑃𝑃�𝑥𝑥�𝑑𝑑 � 𝑄𝑄�𝑥𝑥�   � ただし，𝑃𝑃�𝑥𝑥�, 𝑄𝑄�𝑥𝑥� は，𝑥𝑥𝑥のみの関数とする．�          

について学ぶ．微分方程式の中でも基本的であり，重要なものと考える． 

本論文ではまず，1 階線形常微分方程式の解法について 3 通りの証明を紹介する．積分因子を用いたもの，定数変化法によるも

の，解を 𝑑𝑑 � ��𝑥𝑥�𝑣𝑣�𝑥𝑥� と積に分解する手法の 3 通りである．積分因子，定数変化法，変数分離法の紹介をするという意味合い

を兼ねる．そして，具体的な計算例と応用例を挙げる． 

本論文の執筆にあたっては，古田孝之著「明解講義 微分方程式」1)と長崎憲一，中村正彰，横山利章共著「明解 微分方程式 改

訂版」2)を大いに参考にした． 

 

22..  11 階階線線形形常常微微分分方方程程式式のの解解法法  

 

定定理理 

 1 階線形常微分方程式 

 
𝑑𝑑𝑑𝑑
 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 � 𝑃𝑃�𝑥𝑥�𝑑𝑑 � 𝑄𝑄�𝑥𝑥�   � ただし，𝑃𝑃�𝑥𝑥�, 𝑄𝑄�𝑥𝑥� は，𝑥𝑥𝑥のみの関数とする．�            �2.1� 

*1 高輪教養教育センター 教授 
   Liberal Arts Education Center, Takanawa Campus, 
   Professor 
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しかしながら，当研究では価格付け問題の求解に数

理計画ソルバーを用いていることもあり，多くの問題

例で上界値を求めることができなかった．それゆえ，

今後，効果的な初期列の生成方法や，価格付け問題に

対する効率的な解法を開発し，提案法の一層の高速化

を図り，求まる解の精度を検証する必要がある．  
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