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Abstract

Van der Pol .B and Van.der Mark .J.have treated the dynamical behaviors of the heart as

a system of linked relaxation oscillators. As the results of the analogy, they have succeeded

in forming the artificial electro-cardiogram by the electrical model of the heart(1928).

Based on the analogy of the heart beat with the relaxation oscillation which they have

proved as long as 80 years ago, we assumed that the relations between ventricular fibril-

lation (VF) and defibrillation (DF) are described by the chaos dynamics. In other words,

we induced that the VF are concerned strongly with the scenario to the chaos, and the

DF corresponds to the controlling chaos.

In this work, we have adopted the Matsumoto system as the electrical model of the

heart for the convenience to analyze, which is a one circuit without the linked relaxation

oscillators.

Two kinds of the methods for the controlling chaos proposed by Pyragas are effective

for a continuous map. Since Matsumoto system adopted in this work is a continuous
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map, we have applied on the system (1) delayed feedback control,and (2) external force

control. Moreover, (3) external force control by the xx’ term is tried on the system, in

which the new variable xx’ suggested by Chihiro Hayashi is added. The results of three

controlling methods obviously showed the changes from the chaotic irregular wave form

to the regular wave form, respectively. The stabilization of the systems is recognized by

the reduction of the volume of the orbits in the phase space, namely, the reduction on the

Lyapunov exponents, and by the simplification of the Fourier power spectrum.

It is considered that the physical meanings of the term xx’ is a quantity corresponding

to the Poynting vector.

1 はじめに

1964年に，京都大学電気工学科の林千尋教授によって，McGraw-Hill社から “Nonlinear Oscillations

in Physical Systems”が出版された [1]。

同著の中で，ファンデルポ－ルによる “d
2 x

d τ2
− μ(1 − x2)

dx

dτ
+ x = 0 μ > 0”について，“This equa-

tion can be reduced to the system
dx

dτ
= y,

dy

dτ
= μ(1 − x2)y − x” と説明されていたが，当時は，

文中の “system”の意味をまだ理解できなかった。それは，記述されている連立方程式の前者を τ で微
分して，後者に代入すれば，元の 2階の微分方程式になるので，当時は，2階の非線形微分方程式を解
くよく使われる解法の一つとして，二つの 1階の微分方程式の連立の形で表わすことはごく普通のこと
だったからである。それを，敢えて “system”と言われたのはどんな意味をもつのかと強い興味をもっ
た記憶がある。
物理では，質点の運動を表わすとき，位置と運動量を座標にとった空間のことを状態空間或いは位相

空間と呼んでいた。その意味で，先述の連立方程式をみると，x座標と y座標で作られる空間は位相空
間と呼ばれて，そこに描かれる軌跡は「解軌道」と呼ばれていた。
その後，2階の非線形微分方程式がつくり出す位相空間に描かれる奇妙な解軌道は「ストレンジアト

ラクタ」と呼ばれ，また，「カオス」と呼ばれるようになった。博学な林千尋教授が早くから示唆されて
いた “system”が，システム制御の意味をもつことを理解したのは，1975年に Le-Yorkeらのカオスの
制御に関する論文が出た後のことであった [2]。
文献 [3, 4]から要約すると，制御工学が対象とするのは，主として各種の工業装置であるが，今や，機

械，電気，化学工業などの工学の分野だけでなく，経済，社会，医学，農学など殆どあらゆる分野で，「制
御」と言う考えが応用されているので，多方面に亘る対象を共通の枠組みで捉え，数理的に処理するた
めに，「システム (system)」と言う概念が用いられていると言う。
システムの概念は，ある事物，現象を外界と区別された一つの纏まりとして捉え，外界との相互作用

で示す機能に着目した見方と言えると説明されている。また，システムへの入力と出力の関係において
時刻の経過を考慮するとき，「動的システム」と呼んでいる。そこで，制御理論では，動的システムの数
理的解析が一つの重要な基盤になっている。
また，数理的解析では，時間経過を考慮したときには，当然ながら，微分方程式で記述されることに

なる。多くの自然現象を見ると，それが，2階の非線形微分方程式になることもよく知られていること
である。また更に，2階の非線形微分方程式は，1階の微分方程式の連立の形で記述されたとき，n元 1

次の連立方程式がクロメルの定理によって行列として解かれて以来，線形代数と深く関わっていて，制
御理論の分野では，大変に進んだマトリックス理論によって，現在は，非常に精緻な「線形システム理
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論」が構築されている。
林千尋教授が，ファンデルポ－ルによる 2階の非線形微分方程式に対して，連立方程式のことを「シ

ステム」と言われたのは，こうしたことを逸早く考えられておられたからであろう。冒頭の感想は先生
の先見性への驚嘆と深い敬意である。
線形システム理論によれば，予測のつかない「カオス」を制御することも可能で，先述のように連立方

程式の係数から作られる行列が，ベクトル空間をつくり，状態方程式をラプラス変換して，きれいな形の
ローゼンブロックのシステム行列をつくって，解が簡単にでてくる上に，行列を基底変換して，写像を合
成するというシステムの概念を用いれば，「カオス」の解軌道を安定軌道に導けると言うことであった。
一方，カオスに関する歴史をみると，20世紀後半に多くの「ストレンジアトラクタ」が次々と発見さ

れた契機は，1927年に，オランダの電気工学者ファンデルポ－ルらによる 2階の非線形微分方程式で記
述された緩和発振回路の「周波数低減」と言う僅か 2頁の論文が Natureに掲載されたことによってい
る [5]。
遡って，オランダの物理学者 C.Huygensは，1665年 2月 26日の父親への手紙に，教会の壁を隔て

た 2つの柱時計の振り子の運動が同期することを述べているが，1927年に，同国人のファンデルポ－ル
は，同じ壁に掛かっている 2つの時計は独立の振動数が余り離れていなければ同位相に向かうことを観
察して，RLC直列共振回路に相似させて EMFが存在するならより強い振動に引き込まれる現象が観察
できることを報告している [6]。
因みに，この現象は，1986年に，Per Bakによって，「悪魔の階段」と呼ばれる円写像の力学系で説

明された [7]。
現在では，人々の関心を既に失っているかも知れないが，1928年に，先述のファンデルポ－ルとファ

ンデルマークは，心電図と 2階の非線形微分方程式で記述された電気回路特性との相似性を報告してい
る [8]。
この論文によって，カオス制御に関する勉強をしていた筆者らは複雑な生体の安定とカオス制御の関

連を示唆された。換言すれば，此の論文が報告している電気回路特性と心電図の相似性を根拠に，心室
が血液を送り出す際に生ずる不安定な心電図波形は，系が安定状態からカオス状態に移行した状態を表
していると仮定すると，比較的簡単な力学系を用いて，複雑な生体系を模擬することが可能となり，ひ
いては，生態系に生じた不安定な状態を，カオス制御の理論を用いて，安定化できるのではないかと考
えた。
本研究では，解析の便のために，ファンデルポ－ル方程式に類似した早稲田大学電気工学科の松本隆

教授グループの開発した電気回路をモデルとして用いさせて頂いた [9–14]。また，その回路方程式と心
電図との相似性から，心室細動と除細動の機構を位相空間の解軌道の振る舞いが相似するものと仮定し，
非線形フィードバック制御理論に基づいた系の安定化の試みを計算機シミュレーションによって調べた。
また，生体は外界に対してエネルギーの入・出力の体系を持つとして，ここでは「動的システム」と

して扱っている。「心室細動」のメカニズムをシステムの不安定と仮定して，その動作特性の推論を行っ
ているので，本研究は，その殆どをシステム制御理論の成果に助けられている。
現在，臨床に使われている「除細動器」は非常時に有効ではあるが，未だそのメカニズムは科学的に

不明と言われている。例えば，何故，加える外力が数千ボルトもの高電圧でなければならないのかは不
明である [15]。また，日頃，我々が生命の危険に脅かされている突如として起こる「心室細動」のメカ
ニズムについても仮説の段階と言われているので，一刻も早い解明が望まれている。
カオス制御の特徴の一つは，OGY法 [16]にも見られるように，小さな制御入力で不安定軌道を安定

化させることが可能なことである。制御対象としているシステムに加える外力はより小さい方が望まし
いので，外力の点だけ考えても，改良の余地があろうかと思われる。本研究が「心室細動」の理学的な
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図 2.1: β が正で小さい値のときの軌道

メカニズムの解明の一助となって，「除細動器」の改良に少しでも役立てられたら幸いである。

2 生体系と電気系の相似性

2.1 力学系と他の系の相似性
状態の時間変化は，状態変数 xi(t)の時間微分を意味する。また，与えられた状態で xi(t)の変化率

が，その状態のみに依存すると言うことは，この時間微分が状態変数のみのある関数に等しくならなけ
ればならないと言うことを意味している。すなわち，次の連立方程式の組を満たすことである。

dxi

dt
= fi(x1, · · · · · · , xn), i = 1, · · · · · · , n (2.1)

時間的に系を特徴づける力学的な情報を含んでいる式 (2.1)は，運動方程式と呼ばれる。式 (2.1)の形の
連立 1階微分方程式系は，生物学や化学などの多くの異なった分野から導出される微分方程式について
も言える [17–20]。
例えば，一次元減衰調和振動子の方程式はニュートンの第二法則から次式で表わされる。

d
2 x

d t2
= −kx− β

dx

dt
(2.2)

ここで，β は粘性係数と呼ばれる。β > 0と仮定する。微分方程式を解く過程でよく用いられる手法に
より，二階微分方程式の式 (2.2)は，次のような 1階微分方程式の対に書き直すことができる。

dx

dt
= p

dp

dt
= −kx− βp k, β > 0

(2.3)

式 (2.3）二つの式の左辺の比をとれば dtが消去されて，次式が得られる。

dp

dx
= −kx

p
− β (2.4)

式 (2.4)から，軌道の定性的な形を知ることができる。すなわち，β＝ 0では，非減衰調和振動になるの
で，原点を中心とした楕円になる。β が正で小さい値のときは，軌道は原点に向かう渦線となり，β が
負で小さい値のときは，原点から離れていく渦線となることがわかる [17]。
ここでは，数学解析ソフトMatematicaを用いて求めたものを図 2.1と図 2.2に掲げた。
上の 2図とも，原点が平衡点であることを示している。初期値を黒丸で示し，軌道の方向をベクトル

場で示してある。
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図 2.2: β が負で小さい値のときの軌道

図 2.3: 心鼓動の電気的相似系

図 2.4: 人工心電図

2.2 緩和発振回路による心拍動波形の形成
1928年にファンデルポ－ルとファンデルマークは，心臓の刺激伝導系は，洞から心耳，心室へと 3つ

の緩和システムによって行われるものと仮定して，三つの緩和発振子からなる心鼓動に対する電気的相
似系を構築した [8]。これを文献 [8]から引用して図 2.3に掲げた。
同図で，Sは洞 (Sinus)，Aは心耳 (Auricular)，Vは心室 (Ventricular)を表わしている。Rは Aと

Vをつなぐ束（ヒス束）で伝導される刺激に対して必要な時間を表わす遅延システムである。このシス
テムを用いて得られた人工的な心電図を同文献から引用して図 2.4に掲げた。
同図の解説は，心電図が，Einthovenによって工夫されたアルファベットの順で呼ばれる記法にした

がって，PQRSTの特徴的な波形が説明されている。実際の心電図との比較のために，Wilsonが工夫し
た現行の正常 12誘導心電図を図 2.5に掲げた [22]。
図 2.4は，T波の位置のずれを除けば，図 2.5の左半面，上 3番目に見られる四肢誘導による第 III誘

導と呼ばれる心電図波形が正確に形成されている。
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図 2.5: 標準 12誘導による心電図

2.3 微分方程式の数学的操作による脈波の形成
ファンデルポ－ルらは，実際の心臓の電気パルスの伝導過程を忠実に 3つの連結された回路と，遅延シ

ステムで表したが，かなり複雑な回路方程式になる。複数の回路の効果は，これを等価回路でみると緩
和過程の重畳と見做せるので，単一回路で置き換えても相似性の物理的な本質を損なわないと思われる。
本研究の目的は，モデルとする系のカオスへの筋道と，カオス化した系の安定化が可能であるかを検

証することであるので，解析の単純化のために，複数の回路を形成する手法を採らずに，ある微分方程
式に対して，システムを時間的に遅らす “Rescaling time”と言われる操作を施して，ファンデルポール
らの遅延システム Rに相当するものと置き換えられないかと模索した。
この模索は，非線形 2階微分方程式の相空間を記述する系の時系列信号から，臨床上に現れる心電図に

似た人工心電図が得られるかと言う課題になるので，重要な点は，相空間のリミットサイクルから人工
心電図が形成できるかと言う問題になる。その答えは，BorrelliらのWorkbookの中にみつかった [21]。
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図 2.6: リミットサイクルになる解軌道

図 2.7: 心電図類似波形

彼等は，プリゴジンの生化学反応モデルを単純化した次のような 1階微分方程式の連立方程式で表さ
れた Brusselatorシステムを用いた。

x′ = x− 10y − x(x2 + y2 x)

y′ = 10x+ y − y(x2 + y2)
(2.5)

このシステムの x-x′ 位相空間上の解軌道を図 2.6に示した。
同図は x，x′ の軸が同一スケールでないため楕円に見えるがほぼ完全な円である。半径 1の円の方程

式 x2 + y2 = 1と，三角関数の和の公式 sin2 θ + cos2 θ = 1との対応性から，同図では x2 + x′2 = 1が
成立つているので，x[t]と x′[t]の夫々を時間 tに対してプロットすれば，夫々が正弦波状になる。そこ
で，式 (2.5)に次のような Rescaling time の項をかける。

r(x, y) = 1 − exp(−1.0 (x− 1)2 −7 y2) (2.6)

その際，ここではリスケーリングの効果を強調する手段として，文献 [21]の値と異なり，y′ に掛ける
ときは，y2 の係数を 40とした。また，通常の心電図に近い形状になるためにアスペクト比を 1/6とし
た。この結果を図 2.7に示す。

Borrelliらは同図に対して，特に人工心電図と言う記述をしていないが，人工心電図の可能性を表わ
している。同図の波形と類似の心電図を図 2.8に掲げた [22]。
同図は，医学的に表現すると第 2度房室ブロックと言われる脈波である [23]。図 2.7と図 2.8は，R波

の出現する時間間隔の延長する特徴がよく似ている。
我々は，系の微分方程式に Rescaling time の項を掛ける手法を，ファンデルポ－ル方程式に対しても

試みた。その結果は同様の心拍動のリズムが形成できる事を確認できた。
本研究の目的は，類似の心電図を求めることではなくて，心臓が細動を起こすメカニズムと，除細動

のメカニズムを解明することであったので，脈波の類似性は簡単なものに留めて，如何に細動が形成さ
れるかを重点的に研究した。
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図 2.8: モービッツ型心電図

図 2.9: 真空管を半導体で模擬したファンデルポール回路と V-I特性

2.4 ファンデルポ－ル類似回路によるカオスの発生
現在のカオス研究の多くの場では，ファンデルポ－ル方程式は，彼等が用いた回路の真空管の代わり

に半導体素子の非線形性を利用した回路から得られている [21]。文献 [21]から引用して図 2.9に掲げた。
同図の (a)は RLC直列共振回路を，(b)は半導体の電圧–電流特性を示している。
この回路方程式は次のようになる。

d
2 x

d t2
+

(
3x2 −μ) dx

dt
+ x = 0 (2.7)

第 1章の冒頭に掲げた式は，カッコを開いて，x2 の項の係数を 3とすると，式 (2.7)と同形になる。但
し，筆者らの数値実験の経験から言えば，式 (2.7)の μを広範囲に変化させても，カオス状態は容易に
現れない。
これに対して，カオス状態の発現する条件を容易に見出すことができる早稲田大学の松本グループが

開発したファンデルポ－ル回路を図 2.10に掲げる。
同図 (a)の回路は，図 2-9に比べると，Lに C2 を並列接続したもので，基本的には RLC1 直列共振

回路のようである。(b)の IR − V特性は，−E1 ∼ E1の間で負性抵抗になっている。この回路方程式は
次式である [9]。
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図 2.10: 松本グループの開発したファンデルポール回路

図 2.11: 松本システムの z[t] − x[t]特性 (t = 100)

dx

dt
= −αf(y − x)

dy

dt
= −f(y − x) − z

dz

dt
= β y

(2.8)

ここで，f(w) = −aw + 0.5(a+ b)(|w + 1| − |w − 1|).また，定数 a ,b, β は次の値が用いられている。
a = 0.07, b = 0.1, β = 1。
本研究では，式 (2.8)に対して α = 26のときの解軌道を計算した。z[t] − x[t]位相空間の解軌道が時

間と共に変化する様子 (最初の 100秒)を図 2.11に示す。
次に 300秒経過すると，軌道面が分離する状態になる。これを図 2.12に示した。分離の様子は後から

ベクトル図で観察することができる。
次に，100秒から 300秒の間の y[t] − x[t]特性を図 2.13に示す。軌道がダブルスクロールを描き，カ

オス状態になっていることが観察される。
t = 300秒の z[t] − y[t]軌跡を図 2.14に示す。リミットサイクルが観察される。
（α = 26，t = 300）のときの x[t] − t特性を図 2.15に示す。100秒付近から不規則波形が現れる。
図 2.15の時系列信号の時間帯を細分し図を拡大してみると，規則的な波形がカオスに移行する様子を

観察できる。これは規則的な心拍が心室細動に移行する様子を模擬していると思われる。図 2.16にこの
模擬の様子を示した。
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図 2.12: 松本システムの z[t] − x[t]特性 (t = 300)

図 2.13: 松本システムの y[t] − x[t]特性 (100 < t < 300)

図 2.14: 松本システムの z[t] − y[t]特性 (t = 300)

同図によると，四つまでのピークは規則的な振幅を示し，その後の振幅は規則性がない。比較のため
に，心室が細動を生じている状態の実際の心電図を参考文献 [22]から引用して図 2.17に掲げた。
図 2.16は，ピークの 2峰像やランダム性など図 2.17と相似性がみられる。また，軌道面が二つに分

かれる様子をベクトル場の図から見てみる。
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図 2.15: (α = 26, t = 300)のときの x[t] − t特性

図 2.16: 規則的な心拍が心室細動へ移行する様子の模擬

図 2.17: 実際の心室細動の心電図

(−10 < x < 10)のベクトル場を図 2.18に示す。同図によれば層状になっている。
そこで，(−5 < x < 5)のベクトル場に解軌道を合成したものを図 2.19に示した。
同図をみると，ベクトルの流れが入り乱れているのがわかる。
本節をまとめると，αの値が大きい場合，時間変化によって解軌道は乱れてくる。カオス（仮に，心拍

の細動と言い換えると）が現れ易いのは，電気回路の上では，RLC直列共振回路の中で Lに Cを並列
に接続することが大きな契機と思われる。これが，回路の動作にどのように影響を及ぼすかと考えると，
単純には，Lと Cが並列であるとエネルギーの授受が行われていると考えられる。そこで並列共振現象
がおこなわれるのかもしれない。これを生体系の類似性に求めるのはかなり困難かもしれないが，生体
系でも類似したエネルギーのやりとりを行っている現象の発生している可能性が推測される。
それは，一般に，生体系は，電解質に浸されている環境にある。電解質は電池と同じに電位を発生す

るからである。我々には，巨視的な考察しかできないので，専門家の判断を待つしかない。
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図 2.18: ベクトル場

図 2.19: ベクトル場と解軌道

また，心室細動には，信号伝達系のモデルから「渦巻きモデル」が知られている [24]。位置空間と位
相空間の相違があるが，ここにも興味ある相似性がみられる。

3 力学系としてみた心室細動の機構

3.1 代表的なカオスへ到るシナリオ
カオスへの関心を深めたのはストレンジアトラクタの発見によるが，カオスの解析は多くの数学者や

物理学者の業績に負っている。従って，本節の内容の全ては優れた先人の祖述である。
文献 [25]によれば，カオスの最初の研究は 19世紀後半のロシアの女性数学者 C.B.Kobaleckayaの力

学的不安定性の研究であり，リアプノフ指数で知られる A.M.Lyapunovはその仲間であったと言う。ま
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た，位相幾何学（トポロジー）の創始者である H.Poincareは，カオスの創始者でもある。
カオスへのシナリオに関しては次の様な歴史的な流れが知られている [26–27]。

(1) 1944年に，ロシアの物理学者 L.D.Landauは，Kolmogorovの乱流理論から自由度を計算して，乱
流の理解のために連続したホップ分岐によって，次々に新しい基本角周波数 ωが現れて，カオスに
到るシナリオを最初に提案した。これをトポロジー的にみると，最初に円が現れ，次にトーラスが
現れ，次々と ω が増えていって最終的にカオスに到ると言うものである。

(2) 1971年に，D.Ruellと F.Takens（後にNewhouse）は，円が現れ，トーラスが現れた後，ストレン
ジアトラクターが現れて，ホップ分岐を繰り返すことなく直接カオスに到るシナリオを示した。こ
れは準周期運動からのカオスと言われている。パワースペクトルの中に非通約的な周波数が現れた
後，ホップ分岐を繰り返すことなく，小さな摂動を加えられるとカオスになる。

(3) 1970年半ばに，アメリカの数学者M.J.Faigenbaumは，定常状態→周期運動 (周期 T)→周期運
動 (周期 Tおよび周期 2Tの混合)→周期運動 (周期 T，周期 2Tおよび周期 4Tの混合)と次々に
変化して，周期倍分岐が繰り返されて最終的にカオスに到るシナリオを提案した。これをパワース
ペクトルでみると，最初は単一の周波数 f1 のピークが現れ，次には f1 と f1/2 のピークが現れ，次
には f1，f1/2，f1/4 のピークが現れて，最終的に幅に広い不規則なスペクトルが現れる。

(4) 1979年に，Y.Pomeau と P.Mannville は安定点→単周期軌道→間歇的カオスの筋道をとるシナ
リオを提案した。これをローレンツモデルでみると，不動点近傍における軌道が規則的な運動の捕
捉チャンネルから脱出するには写像の多くの反復が必要であることが示される。

3.2 正常心拍から心室細動に到る筋道
第 2章で生体系と電気系の相似性が検討された時，心室細動の心電図がファンデルポ－ルの緩和発振

回路ではなく松本モデルの方程式で模擬されたので，正常心拍が細動状態に陥る経過，即ちカオス状態
に到る道筋は，この電気回路方程式の力学系のカオスへのシナリオと相似するものと仮定する。
松本モデルの回路方程式は，レスラーモデルに似た 3次元の連立方程式であるが，ファンデルポ－ル

方程式に類似する。その回路と回路方程式および解軌道は既に 2.3節に詳述したので，ここでは，主に
カオスに到る筋道を検討する。

1次元のエノン写像に用いられた「伸ばす」「曲げる」と言う 2次写像の考え方は，2次元以上の高次
元系の現象の研究にも応用された。アメリカの数学者 S.Smaleは，ファンデルポ－ル方程式に触発され
たが，ファンデルポ－ルの用いた回路と違った回路を用いて「馬蹄形写像」の理論を導いたと言う [30]。
松本グループの開発したファンデルポ－ル方程式は，文献 [9]から引用した本論の式 (2.8)と，文献

[30]の式とは少し異なった形をしているので，カオスへの到る筋道を同じ式で検討するために，改めて
文献 [30]から引用して，次に示す。

dx

dt
= −α (y − h(x))

dy

dt
= x− y + z

dz

dt
= −β y

(3.1)

ここで，h(x) = bx+ 0.5(b− a)(|x− 1| − 0.5(b− a) |x+ 1|)。
式 (2.8)と式 (3.6)の違いは前者の回路では非線形素子としてダイオードを用いているのに対して，後

者の回路ではトランジスタ（或いはオペアンプ）を用いていることである。
文献 [30]では，ダイナミックス式 (3.6)のパラメータのうち三つを，すなわち，α = 1/7，a = −1/7，

b = 2/7に固定している。このとき，パラメータ β の値 β ∈[6.5, 10.5]が存在して，この回路のダイナ

—23—



平井慶彦，東良，南里憲三，窪田洋

ミックスに馬蹄写像が埋め込まれているので，カオティックであると判定されている。
これに対して，本論では少し違う面から見ても同じ結論に達した。従って，本論においても文献 [30]

の主張と異なるものではない。
また，松本モデルに対するストレンジアトラクタの幾何学的構造については，ベクトル場を表すフロー

の点の動きを観察することで，詳細な解析がなされている [30]。本研究の場合は，これのダブルスクロー
ルに相当するものではないかと思われる。2.3節で，αを一定としたときの時間の経過でカオス発生の様
子を見たが，ここでは，時間 t = 400秒一定にして，αを変化させた場合を調べてみると，幾何学的に
興味ある軌跡が見られる。これを図 3.1に示す。
図 3.1の変化を定性的に纏めると，
α = 1のとき，トーラスが形成される。
α = 6のとき，軌跡は如雨露状になる。
α＝ 22のとき，芽から葉が開くような軌跡を見せる。
α＝ 28のとき，軌道面が二つでき，折り畳まれていた葉が開いたようになる。
α＝ 46のとき，安定した大きなディスクになる。
本研究では，a = 0.07，b = 0.1，β = 1に固定して，αを変化させたところ，α ∈ [22, 28]で，図 3.1

に見られる通り，トーラス→ファネル→エクスフォリエイト→ダブルスクロールが観察された [28]。
以上から，カオスに到る直前には，文献 [28]で概念的に示されたファネル構造と，芽から葉が開くよう

なエクスフォリエイトが現れるので，心室細動の起る前にもこの様な構造が現れるのではないかと推論
される。不思議なことに，さらに αが大きくなると，何の人為的な操作を加えなくとも安定したリミッ
トサイクルが現れることである。これは仮令不安定になっても系を安定化しようとする自然界の摂理で
もあろうか。

4 カオス制御理論の除細動への応用

4.1 代表的なカオス制御理論
(1) カオスの制御に関する研究の最初は 1975年に Li-Yorkeによって発表された「3周期軌道が存在すれ

ばカオスが存在する」と言う衝撃的な内容の論文である [2]。その後 1990年に，Ott,Grebogi,Yorke

が，システムの状態が周期軌道の近傍に来たときシステムのパラメータを変化させて軌道が局所的
安定多様体上に来るようにしてシステムを安定化させる方法を提案した [16]。3人の著者の頭文字
をとって，OGY法と呼ばれている

(2) OGY法は離散時間型の制御法則であるので，連続時間型に適用するにはポアンカレ断面を求めるな
どして離散化しないといけない。然し，一般に離散化方程式を解析的に求めることができない。求
められたとしても安定化したい周期軌道の周期が大きいときは解析的に求めることは困難である。
　 1989年に，Lanthropと Kostelichは，ベロソフ・ジャボチンスキー化学反応のデータにこの方
法を応用して，システムの振舞から安定化したい周期軌道とその周りでの線形化システムを推定す
る時系列解析の手法を利用した [34]。

(3) これらに対して，Pyragasは，連続時間システムに対する連続時間型の制御法として，external force

制御と delayed feedback制御の 2種類を提案した。external force制御は目標軌道生成器 Gから
の出力値 yi(t)と現在の出力値 y(t)の差に基づいて入力 u(t)が決定されており，OGY法の考え方
を連続時間システムにおける出力フィードバック制御への拡張したものとみなせる。レーサーシス
テムに適用されて，顕著な効果を示している。一方，delayed feedback制御はレーサーシステムと
ダッフイング方程式に適用されて，両者共に顕著な効果を示している [35]。
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図 3.1: 因子 αを変えたときの解軌道の変化
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図 4.1: delayed feedback制御法

(4) カオスシステムに存在する不安定周期軌道を安定化する問題は「カオス制御」と呼ばれて，その後，
様々な方法が提案されている。その一つに，Shinbrot,Grebogi,Ott,Yorkeのよる「小さな擾乱によ
るカオス制御」がある。隣り合ったリボンに及ぼす同期現象や，マンデルブロのフラクタルを解析
している [36]。2000年代に入っては，2003年に，Krabsが，一般的な Predator-Preyモデルを発
表し，2006年に，ヴォルテラ・ロトカのモデルに対して，その安定性を論じている [37]。これらを
見ると，文献 [38]の書評の一部をお借りすれば，カオス制御は，殆ど完成された精緻なシステム理
論と未知な面の多いカオス理論の橋渡しの役割を担っているとすると，カオス制御の応用研究は，
一層未知な問題を残している研究課題と言えるかもしれない。

4.2 心室細動沈静化と軌道安定化の相似性
心室細動を相似した松本システムは連続時間写像である。従って，本研究では，Pyragasによる制御

法を応用した。初めに比較的容易な delayed feedback制御を，その後に，実用的な external force制御
を試みた。
計算機シミュレーションに当っては文献 [38, 39]を参考にした。最初使用していた数学ソフトmath-

ematicaVer.6では時間遅れの微分方程式を解くことが出来なかったが，Ver.8が開発され，組み込まれ
た「遅延微分方程式」なるパッケイジを用いる事ができた。遅延微分方程式については，文献 [40]を参
考にした。

(1) 時間遅れフィードバック制御
delayed feedback制御のブロック線図を文献 [38]から引用して図 4.1に掲げる。
いま，次のような n次元連続時間システムを考える。

dx(t)
dt

= g(y(t), x(t), t)

dy(t)
dt

= f(y(t), x(t), t) + u(t)
(4.1)

ここで，y(t) ∈ Rは出力，x(t) ∈ Rn−1 は内部状態，u(t) ∈ Rは入力である。
ストレンジアトラクタに存在する周期 τ の不安定周期軌道を安定させるために，図.4.1のようなフィー

ドバックを施す。すなわち，周期軌道上では τ 時刻前の状態と現在の状態は等しくなるので，この差を
0にするようなフィードバックは，次式となる。

u(t) = K(y(t− τ) − y(t)) (4.2)

ここで，Kはゲイン定数である。Kを適切に選ぶことにより，入力 u(t)が 0に収束するならば，式 (4.2)

より，そのときの振る舞いは τ 周期の周期軌道になる。この制御法は，OGY法に比べて，離散量にす
るためのポアンカレ写像を求める必要がないこと，安定化したい周軌道を計算する必要がないなどの利
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図 4.2: ファンデルポール回路のカオス

点がある。
また，制御入力を印加することにより，却ってシステムが不安定化する場合もあり，そのときは，

|y(t− τ) − y(t)|がある程度小さいときのみ入力を印加するのがよいとされている。
本研究では，ファンデルポ－ルの非線形緩和発振回路を改良した早稲田大学の松本モデルを対象とし

て，カオス制御を試みた。
このモデルの連続時間システムを記述する式は次のようである。

x
′
= −26f(0.07, y(t) − x(t), 0.1)

y
′
= −f(0.07, y(t) − x(t), 0.1) − z(t) + u(t)

z
′
= y(t)

ここで，f(a,w, b) = −aw + 0.5(a+ b)(|w + 1| − |w − 1|)

(4.3)

また，式 (4.2)の Kと τ は，解軌道が安定するための適切な値として，軌道の大きさが最も小さくなる
条件から，下記の値を求めた。

K = 0.4 τ = 1.9π

最初に，u(t) = 0の場合を図 4.2に示す。
次に u(t)を印加したときの効果を各特性ごとに図 4.3に示す。
図 4.3は，図 4.2で生じていたカオスを明らかに制御しており，位相空間の体積が減少し，安定な軌

道になっていることを示している。これによって，カオスに対して，遅延フィードバック制御が有効で
あることは計算機シミユレーションからは実証されたが，現実に生体に生じている細動の抑制と言う課
題に対しては，時間遅れの信号を取り出して制御する方法は困難である。
現実の除細動では，生体外部から高電圧を印加して，細動を抑制する手段を採用している。この手段
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図 4.3: 時間遅れフィードバック制御効果

図 4.4: external force制御法

に近い制御機構を推測すると，外力制御が挙げられる。

(2) 外力制御
external force制御法のブロック線図を図 4.4に掲げる。
この制御法は，図 4.4にみられるように目標軌道生成器 Gからの出力 yi(t)と現在の出力値 y(t)との

差に基づいて入力 u(t)が決定されるので，離散時間システムに対する制御であるOGY法の考え方を，
連続時間システムにおける出力フィードバック制御へと拡張したものとみなせる。

(3) Pyragasの外力制御
式 (4.3)の松本モデルにおいてカオス状態の波形を図 4.5に示す。
これに対して，K = 1.2，yi = cos(2πt)，F(t) = K(yi − y(t))なる外力を加えてカオスを制御したと

きの波形を図 4.6に示す。
カオス状態の波形と比較すると，外力制御の効果が認められる。

(4) 特殊な外力を加えた場合の制御効果
いま，外力を Bcos ντ＋ B0 とすると，外力の加わったファンデルポ－ル方程式は次式で表わされる。
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図 4.5: カオス状態の波形

-4
-2

0
2

4
6

x t

-4
-2

0
2

4
y t

-4

-2

0

2

4

z t

-4
-2

0
2

4x t

4
-2

0
2y t

 
(a) x-y-z特性

100 110 120 130 140 150
t

-3

-2

-1

1

2

3
x t

 
(b) x-t特性

図 4.6: 規則的に制御された波

d
2 u

d τ2
− ε(1 − x2)

du

dτ
+ u = B cos ντ +B

0
(4.4)

文献 [1]から引用して，式 (4.4)に対して次の変数変換を行う。

μ = (1 −B
2
0)ε, β =

2B0

1 −B2
0

, γ =
1

1 −B2
0

(4.5)

その結果，次式となる。
d
2 v

d τ2
− μ(1 − βv − γ v2)

dv

dτ
+ v = B cos ντ (4.6)

μは εに対応するので，β = γ = 1として，v → x，τ → tに置き換え，右辺の外力項が非常に小さくて
0と近似できるとすれば，式 (4.6)の左辺は，次式となる。

d
2 x

d t2
− ε

(
1 − x− x2

) dx
dt

+ x = 0 (4.7)

本来のファンデルポ－ル方程式は次式であるので，

d
2 x

d t2
− ε

(
1 − x2

) dx
dt

+ x = 0 (4.8)
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図 4.7: εを増加させた時の軌道の変化
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図 4.8: xx’項の付加で制御された波形

式 (4.7)は，式 (4.8)に対して εxx’項が付加されたことになる。
式 (4.7)で，εを増加させたときの解軌道の変化を図 4.7に示す。
同図では，通常ならば εの増加に対して軌道が極度に拡大するのに，それが見られずに抑制されてい

る。そこで，式 (4.3)のカオス状態の解軌道に因子 εxx’を加えたときの制御効果を調べたところ，1xx′

では系を擾乱させて解がえられなかった。また，0.01xx′ では微弱過ぎて系の制御効果がみられなかっ
た。然し，適正値を試行錯誤的に求めたところ，0.2xx’で制御効果が見られた。図 4.8にこの時の (a)3

次元軌道と (b)時間波形を示す。
同図 (a)に見られるように，時間遅れフィードバック制御法，外力制御法，および特殊な外力を加え

る制御法の何れも軌道体積が減少している。位相空間の体積の変化はリアプノフ指数の和に関わるので，
リアプノフ的な安定が得られていると見られる。とくに，特殊な外力を加える制御法をみると，臨床的
に外力を加えて細動を鎮静化させる除細動のメカニズムの一つは，ある意味で，xx′ 項を加えることに
類似した作用をしているのではないかと推測される。
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図 4.9: カオス状態の波形のパワースペクトル

4.3 項 xx’項の物理的意味
交流回路理論によれば，RLC直列共振回路では，ω0 = 1/√

LC の関係があるので，共振角周波数 ω0

を用いると，xx’は次式となる。

xx′ =
(
C

L

)1/4
I

(
C

L

)1/4 dI
dt

=
(
C

L

)1/2
I
dI

dt
=

C

ω0
I
dI

dt
(4.9)

xx’のように位相差が π/2ある量としては，マックスウエル方程式によれば，EHに対応する。これは，
ポインティングのベクトル Nである。もし，針刺激のエネルギ－が電磁エネルギーの流れの密度を表わ
すポインティングのベクトル Nに対応するのではないかと仮定されれば，針刺激の様な微弱なエネル
ギーでも解軌道の収縮に効果がある可能性を示唆している [41]。

4.4 カオス制御効果の検証
4.4.1 パワースペクトルから見た 3種類の制御方式による制御効果

(a) delayed feedback control

カオス状態の時系列信号に対してフーリエ変換の絶対値をとった，所謂，パワースペクトルを，図 4.9

に示す。
不規則なピークが帯域全体に広がって，カオスが出現していることを示している。此れに対して，時

間遅れ制御された波形のパワースペクトルを，図 4.10に示す。明らかにカオス性が消失している。

(b) external forced control

外力制御されたカオスのパワースペクトルを，図 4.11に示す。
図 4.9に比べて，図 4.11のスペクトルは単調化されているのが判る。

(c) 特殊な外力による制御
微弱な xx’を加えることによって制御されたカオスのパワースペクトルを，図 4.12に示す。
xx’制御されたカオスのパワースペクトルは，時間遅れ制御された波形のパワースペクトルと類似し

ている。これは位相空間の強い体積減少と共通している。
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図 4.10: 時間遅れ制御された波形のパワースペクトル
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図 4.11: 外力制御されたカオスのパワースペクトル

4.4.2 位相空間の体積の減少による安定性
線形システム理論で言う状態空間表現における系の安定は，状態変数から成る行列を適当に相似変換

したジョルダン標準形の固有値に関わることから，安定－不安定の条件には系のリアプノフ指数が深く
関わっている。
例えば，1次元離散写像の代表的なロジスティック写像 f(x, a) = ax(1 − x)が，2.8 < a < 4の間で a

が増加したときの解の分岐と，リアプノフ指数 λ(a)を計算してみると，両者は非常によく一致してい
る。この様子を図 4.13に示す。
同図で，λが負のときに系は安定し，正のときにカオス状態になっている。よって，一般に λが負の

ときに系は安定，正のときに不安定と判定されている。
また，時系列変化する場合の高次の連続写像のリアプノフ指数 λはウオルフによる埋め込み次元の方

法で求められている [42]。
リアプノフの安定性の理論については多くの研究がなされているが [43–45]，振動子を記述する自励微

分方程式系の位相空間の小さな体積 Vとリアプノフ指数 λn(n = 1, 2, 3)との間には，リアプノフ指数の
定義から，次の関係がある [26]。

v(t)＝ V0exp((λ1 + λ2 + λ3)t) (4.10)
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図 4.12: xx’制御されたカオスのパワースペクトル

(a) 分岐図
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(b) リアプノフ指数

図 4.13: ロジスティック写像の安定性

式 (4.10)を tで微分すると，
dV

dt
=

3∑
j=1

χi V (t) (4.11)

リュービルの定理によって，dV/dtは，次のようになる。

dV

dt
=

∫
∇ · FdV (4.12)

ここで，Fは力学系を表す 1階自励微分方程式系の右辺からできているベクトル関数である。振動子の
場合にはその位置や時刻は無関係になり，次式が成立つ。

∇ · F = −γ (4.13)

従って，
dV

dt
=

∫
∇ · FdV = −γV (t) (4.14)

式 (4.11)と式 (4.14)を比べると，次式が得られる。

γ = −
3∑

j=1

χi (4.15)
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図 4.14: ダッフイング方程式のリアプノフ指数

γ = 0.1 としたときのダッフイング方程式のリアプノフ指数はほぼ式 (4.15) を満たしていることが
Mathematicaによる数値実験で図 4.14のように確かめられた。
よって，松本システムの場合も，位相空間の体積の減少は，リアプノフ指数の和の減少を意味するの

で，系は安定化されたと見ることができるであろう。本研究では，「心室細動」の発症と沈静の機構を
「カオス」の発生と制御の機構と相似させているので，位相空間での解軌道の縮小は心室細動の沈静を意
味している。よって，位相空間の体積の減少は，カオス制御のメカニズムが「除細動」に応用される可
能性を示唆しているものと思われる。

5 カオス制御法を応用したAEDの可能性について

5.1 本研究の外力項XX’と 2相性AEDとの関連性
除細動研究の現状をみると，付録 Aに示されたように，心室細動発症のメカニズムは不明と言われて

いる。従って，現在のところその有力な治療手段とされている電気除細動器のメカニズムもまた不明と
されている。付録 Bおよび Cに掲げたように最近までに幾つかの仮説が提案されているが，決定的な定
説はないと言われている。電気工学の狭い立場に限ってみると，その一つの理由と考えられるのが，生
態系に加えられている電気エネルギーの大きさやその 2次効果は実測されているが，電気エネルギーと
切り離せない磁気エネルギーについての議論は殆どなされていないように見受けられることである。
本研究は，この分野の従来の研究と比較すると非常に異色と思われる。即ち，生態系そのものを解析

の対象とはせずに，生態系を電気系に相似させて解析したものである。それにより，現象を数学的に取
り扱えたことと，カオス制御法の立場から，系の安定化を議論できたので，制御のために加えた外力項
として，xx’項の存在が系の安定に大きく寄与していることが数値実験から導けた。
電気工学でよく使われるベクトル解析では，jωをかけることは微分することと同義になるので，外力

項 XX‘は π/2ベクトルの方向が異なる量を意味している。そのような量の有力な候補として，電気エネ
ルギーと磁気エネルギーを同時に伝搬できる「電磁波」が注目された。
このとき，人体を構成する物質は殆ど水であると仮定すると，水の導電率は約 4 × 10−8[�/cm]であ

るから，人体における電磁波の伝導現象を導電率の低い導体中の電磁波の伝搬に近似しても大きな過ち
はないと思われる。
すなわち，導電率 σの導体において，電界 Eは電流密度 iを生ずると考えて，導体内の電磁波の伝播
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図 5.1: 電磁波の伝搬

を表すマックスウエル方程式は次の 3式となる [52]。

rotE = −μ∂H
∂t

(5.1)

rotH = i+ ε
∂E

∂t
(5.2)

ここで，i = σ E

空間電荷が無いと仮定して，
divE = 0, divH = 0 (5.3)

ここで，Eは電界 [V/m]，Hは磁界 [AT/m]，μは透磁率 [H/m]，εは誘電率 [F/m]，σは導電率 [�/m]

である。
いま，式 (5.1)の rotをとり，式 (5.2)を代入すると，

rotrotE = −μ ∂
∂t

(i+ ε
∂E

∂t
) = −μσ∂E

∂t
− εμ

∂
2E

∂t2
(5.4)

公式により rotrotE = grad divE −∇2E となり，式 (5.3)の条件から divE = 0なので，この時の公
式の右辺第 1項は消え，式 (5.4)は次式となる。

∇2E = μσ
∂E

∂t
+ εμ

∂
2E

∂t2
(5.5)

式（5.5）で，σ = 0のときは，自由空間の場合となり，μを μ0，εを ε0 と読み替え，アインシュタイン
の関係式から c0 =

1√
ε0 μ0

を用いれば，式（5.5）は次の波動方程式となる。

∇2E =
1
c20

∂
2E

∂t2
(5.6)

同様にして，磁界Hについて求めると，次式となる。

∇2 H =
1
c20

∂
2 H

∂t2
(5.7)

式（5.6）および式（5.7）は，それぞれ時間の 2階偏微分が，速度の 2乗を係数として，位置の 2階偏微
分に比例していることを表している。ここで c0は真空中の光の速さである。よって，自由空間では，電
界も磁界も真空中の光の速さ c0 で伝搬することがわかる。
いま，x方向の電界をもち，y方向の磁界をもち，z方向に進む波の様子を，文献 [53]から引用して図

5.1に掲げた。
同図をみると，付録図 C1に示された 2相性 AEDの通電波形に対して，角速度 ωをもった電磁波の
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場合には，単位時間に ω 回繰り替えされる波形に相当することがわかる。
一方，導体中の電磁波は，式（5.5）から次式のような Eと Hに対する電信方程式で表される。

∇2E − σμ
∂E

∂t
− εμ

∂
2E

∂t2
= 0 (5.8)

∇2H − σμ
∂H

∂t
− εμ

∂
2H

∂t2
= 0 (5.9)

いま，導体中の電磁波は z方向に進み，電界 Eは x方向にあり，磁界 Hは y方向にあるとすると，この
電磁波の伝播は次式で表される。

Ex = E0 e
−β z e−j(α z−ω t) = E0 e

−j(α−j β)z ejω t (5.10)

Hy = H0 e
−β z e−j(α z−ω t) = H0 e

−j(α−j β)z ejω t (5.11)

ここで，j =
√−1である。

rotE = ∇× E なので，

rotE =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

Ex Ey Ez

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= i (

∂

∂z
Ey − ∂

∂y
Ez) + j(

∂

∂x
Ez − ∂

∂z
Ex) + k(

∂

∂y
Ex − ∂

∂x
Ey)

Ey = Ez = 0の条件を代入すると，式（5.1）は次式となる。

rotE = −j ∂
∂z

Ex −k ∂
∂y

Ex = −μ∂H
∂t

(5.12)

いま，式（5.10）式（5.11）で γ = α− jβ とおく。式（5,10）を zで微分すると，

∂

∂z
Ex = −jγ E0 e

−jγz ej�t

一方，式（5.11）を tで微分すると，

∂

∂t
Hy = jω H0 e

−jγz ejωt

上 2式と式（5.12）から，次式を得る。
γ E0 = ωμH0 (5.13)

同様に，

rotH =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

Hx Hy Hz

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= i (

∂

∂z
Hy − ∂

∂y
Hz) + j(

∂

∂x
Hz − ∂

∂z
Hx) + k(

∂

∂y
Hx − ∂

∂x
Hy)

Hx = Hz = 0の条件を代入すると，式（5.2）は次式となる。

rotH = −j ∂
∂z

Hy −k ∂
∂y

Hy = σE + ε
∂E

∂t

式（5.11）を zで微分し，上式を用いると，

∂

∂z
Hy = −jγ H0 e

−jγz ej�t = −(σ + jωε)E0 e
−jγz ej�t

よって，次式を得る。
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jγ H0 = (σ + jωε)E0 (5.14)

さらに，式（5.13）と式（5.14）から，σを求めると，

σ = jγ
Ho

E0
− jωε = j

γ2

ωμ
− jωε

よって，電流密度の式は，次式となる。

ix = σ Ex = j(
γ2

ωμ
− ωε)E0 e

−β z e−j(σ z−ω t) (5.15)

γ は σの式から，次の 2次式の根として求まる。これは電信方程式をみたしている。

γ2 = ω2 με− jωσμ (5.16)

上式は次の関係がある。
α2 −β2 = ω2 εμ, 2αβ = ωσμ (5.17)

電導度 σが小さければ，

伝搬速度ω/αは近似的に 1/
√
εμ

振幅減衰率βは近似的にσ/2
√
μ/ε

電導度が大きければ，σ 
 ωεのとき，

伝搬速度ω/αは近似的に
√

2ω/σμ

波長λは近似的に 2π
√

2/ωσμ

波の進む距離 δ = 1/β ∼= λ/2πごとに 1/eになるので，1波長進めば e−2π 減衰する。
δは表皮深さと言い，σ → ∞のときは δ → 0となり，電磁波は完全導体（金属）内には侵入できない。
一方，導体中を伝搬する電磁波のエネルギーは電流を引き起こし，電気抵抗のために熱に変換される。

即ち，エネルギーの流れを示すポインティングベクトルは次式となる。

Nz = (E ×H)z = ExHy −Ey Hx (5.18)

導体中の電磁波は z方向に進み，電界 Eは x方向にあり，磁界 Hは y方向にあるとすると，この電
磁波の電界と磁界は式 (5.10)と式 (5.11)で表されるので，ポインティングベクトルの大きさ Nは

N = ExHy (5.19)

式（5.10）の右辺の虚数項をド・モアブルの定理により展開して，実数部をも求めると，

Ex = E0 e
−β z cos(α z − ω t) (5.20)

同様にして，式（5.11）の場合は，実数部を求めた後，式（5.13）から H0 を E0 に変換し，jωをかけ
ることは微分することになるので，次式となる。

Hy =
α

ωμ
E0 e

−β z cos(α z − ω t) +
β

ω2 μ
E0 e

−β z sin(α z − ω t) (5.21)

よって，式（5.19）は次式となる。

N =
α

ωμ
E

2
0 e

−2 β cos2(α z − ω t) +
β

ω2 μ
E

2
0 e

−2 β cos(α z − ω t) sin(α z − ω t)
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そこで，エネルギーの流れは，z方向に Nの平均を求めるとになるので，次式となる。

〈N〉 =
α

2ωμ E
2
0 e

−2β z (5.22)

ここで，〈 cos2(α z − ω t) 〉 = 1/2, 〈 cos(α z − ω t) sin(α z − ω t) 〉 = 0 を用いた。
また，式（5.17）用いると，α = ωμσ/2βの関係があるので，式（5.22）の右辺の係数は α

2ω μ
=

σ

4β
と書き直せる。
いま，人体の場合，次のように物性値を仮定する。

σ =
1
ρ

=
1

2.5 × 107[Ωcm]
= 4 × 10−10[1/Ωm]

このように電導度が低ければ，前述した通り振幅減衰率 βは，近似的に β ∼= σ

2

√
μ

ε
となる。よって，式

（5.22）の右辺の係数は α

2ω μ
=

1
2

√
ε

μ
と書き直せる。ここで，

√
ε

μ
は，後述の波動インピーダンス z

の実部（27.3Ω）の逆数になっているので，1
2

√
ε

μ
= 0.018，β = 5.46× 10−9 と求められる。この程度

の値の β は 0と見做せるので，指数項は 1となる。以上から，式（5.22）は次式で表される。

〈N〉 = 0.018E2
0 [J ] (5.23)

付録 Cの図 C5によって，細動が 10秒持続した時の 2相性波形による除細動閾値エネルギーを 60[J]と
すると，仮に，ポインティングベクトルがこれに対応するとすれば，式（5.23）から，電界の大きさは，
57.7[V/m]となる。人体の胸郭に置かれる電極間距離は高々 1mとすると，電極電位は 57.7[V]となる。
一方，実際に医療現場で用いられている 2相性 AEDの場合，用いるコンデンサーの容量によって電

極電位は異なるので，最高出力エネルギーが 200[J]の時，60[μF]～120[μF]のコンデンサーに蓄えられ
るエネルギーの式（ε =

1
2
C V

2）から逆算すると，電極電位は，60[μF]の時に約 2582[V]，120[μF]の
時に約 1826[V]なる。除細動閾値エネルギー 60[J]の場合でも，コンデンサーの容量が 120[μF]の時に
約 1000[V]となる。因みに，単相性 AEDの場合には，コンデンサーの容量によっては 4000[V]にもな
ると言われている。この様に高い値が用いられているのは，歴史的に VF患者に対して電気的ショック
によって正常脈波を復活させた事実に由来しているのではないかと思われる。かつ，異常脈波の制御に
電気エネルギーのみが用いられているためと考えられる。
もし，本研究で模擬された電気回路モデルが心臓の力学系と深い類似性をもつならば，数値実験から

得られた結果では，制御外力としては，XX’項が有効であることを示しているので，それを，電気エネ
ルギーと同時に磁気エネルギーが伝搬できる電磁波と仮定すると，その場合には，100[V]程度の低い電
位での除細動の可能性が示唆されている。
また，心室細動発症機構の仮説として代表的な「スパイラルリエントリー仮説」では，付録 Aに示さ

れる通り，spiral wave発生の機構として，S1なる刺激に対して，位置とタイミングを工夫すると，連
続した刺激 S2によって spiral waveが発生することが知られている。実は，非線形振動では，適当な位
相と強度の刺激が入ると，振動が停止する位相特異性と言う性質も知られている。この性質は除細動に
関係すると仮定すると，第 2の刺激の「位相」が重要な点となる。発生では直角方向の刺激 S2が重要
な役割を果たすことが知られている。この分野の専門ではないので深く考察することができないが，電
気と磁気のベクトル差は π/2あるので，電気の刺激に対して磁気の刺激は直角となるため，制御外力と
して電気エネルギーと同時に磁気エネルギーが伝搬できる電磁波を仮定すると，その場合には，低い除
細動閾値エネルギーでの除細動が期待されるのではないかと推測される。
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5.2 人体の波動インピーダンス
対象とする回路を一定の抵抗として扱えない場合に，電気工学では分布定数回路と見做して解析が行

われている。その各点について考えられるインピーダンスのことを特性インピーダンス（characteristic

impedance）と呼んでいる。
分布定数回路の各点で,単位長さ当たりのインダクタンスを L，単位長さ当たりの容量を Cとすると，

Z =

√
L

C
が分布定数回路の特性インピーダンスである。

分布定数回路の 1点 xにおける電圧 V,電流を Iとすると，これを伝わる正弦波交流は次式の波動で
表される。

L
∂I

∂t
= −∂V

∂x
, C

∂V

∂t
= −∂I

∂x

この波動は，V = ZIが成り立つ。電圧 Vと電流 Iの比（V/I）で定義されたインピーダンス Zを波動
インピーダンス（surge impedance）と言うこともある。
ここで重要なことは，2つの回路を結合する際に反射を生じずに，エネルギーが十分に伝達されるこ

とである。いま，異なるインピーダンス，Z1, Z2 を持つ回路 1，2を接続するとき，または，回路 1を
インピーダンス Z2で終端とするとき，1から入射する波の反射係数は (Z1 −Z2)/(Z1 +Z2)で与えられ
る。Z1 = Z2 ならば，インピーダンス整合（impedance matching）がとれて反射が起こらない。
この概念は電磁波にも拡張される。すなわち，誘電率 ε，透磁率 μ，導電率 σ の媒体中を進行する角

速度 ωの平面波について，進行方向の単位ベクトルを n，進行方向に測った距離を ζ とすれば，MKSC

単位系であらわすと，次の関係がある。

∂E

∂ζ
= jωμ(H × n) (5.24)

∂(H × n)
∂ζ

= j(ωε+ jσ)E (5.25)

式（5.24）と式（5.25）の右辺の係数の比の平方根をとったものを「波動インピーダンス」z と言う。

z =
√

ωμ

(ωε+ jσ)
(5.26)

式（5.26）の実部を波動抵抗（surge resistance）と言い，絶縁体中では次式で与えられる。

z =
√
μ

ε
(5.27)

これは，電磁波の電界と磁界の強さの比に等しく，交流の電圧と電流の比に対応するものと考えられて
いる。因みに，真空中の波動抵抗は，

z0 =

√
12.56 × 10−7

8.854 × 10−12 = 376.6Ωである。 (5.28)

人体の構成成分比でみると [水]が約 67%であるので，第一近似として，人体を「水」と仮定すると，
文献 [51]による水に対する物性値は次のようである。

比誘電率εs = 81（18◦C）

磁化率χ = −7.22 × 10−7（18◦C）

このままでは式（5.27）に代入できないので，先ず，比誘電率の定義に従って誘導すると，

ε = εs ε0 = 81 × 8.854 × 10−12 = 7.17 × 10−10 [F/m]
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図 5.2: 経胸郭インピーダンス（TTI）

次に，磁化率 χは，磁化Mと磁界 Hにより次で定義される。

M = χH

一方，透磁率 μは，磁束密度 Bと磁界 Hにより次で定義される。

B = μH

磁束密度と磁化の関係は次式で定義される。

B = μ0H +M

よって，透磁率と磁化率の関係は次式であり，透磁率 μは磁化率 χと単位は同じである。

μ = μ0 +χ = 4π × 10−7 +(−7.22 × 10−7) = 5.34 × 10−7[H/m]

以上から，組成を水と仮定したときの人体の波動インピーダンスの実部は，近似的に次の値となると
思われる。

zbody =

√
5.34 × 10−7

7.17 × 10−10 =27.3 [Ω] (5.29)

ある生物学の専門家に人体の電気抵抗として一般に用いられる値をお尋ねした所 [kΩ]のオーダーであ
ろうと言われたので，上述の試算値は予想外に低い。
一般に，電磁エネルギーを発生する機器の出力インピーダンスが入力される機器のインピーダンスと

ほぼ等しい値でなければ，前述の通りエネルギーは反射されて十分には入力されない。とくに，人体に
電磁波を加える場合には，発生させる電磁波のインピーダンスが上述の人体の波動インピーダンスの値
に等しくならないと，インピーダンス整合がとれないので，十分にエネルギーが注入されないことに注
意するべきである。
人体の胸郭インピーダンスについて，文献 [47]から引用したものを図 5.2に掲げた。
同図によると，TTI=(27～152) の下限が，式（5.29）の値に相当しているが，回路としてみたときに

抵抗 Rの他にインダクタンス Lやキャパシタンス Cを含めばインピーダンスは周波数に依存するので
一概には論ぜられない。インピーダンス整合は見過ごされやすい条件であるが，実際の場では非常に重
要な条件であるので，カオス制御法を応用した AEDの可能性を調べる上で波動インピーダンスの値を
試算したが，現行の AEDを用いた場合の下限に入っているので問題はとくにないと思われた。
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付録 全自動体外式除細動器（AED）研究の現状

A 心室細動発症機構の代表的な 2つの仮説
心室細動とは，心室の筋肉が痙攣を起こしポンプ機能を失って血液を駆出する事ができなくなり，同

時に血圧が 0mmHgになって意識を失い死に到るか，一定時間の経過後にはたとえ救命されても重篤な
脳障害が残る疾患である。[46]

1849年に，スイスの生理学者 Luwigが犬を用いた実験で心臓に電流が流れたとき心室細動が発生し，
血圧が消失することを報告している。また，1899年には，ドイツの生理学者 Prevosと Batelliは犬の
心臓に 0.1Aの交流を流すと心室細動を誘発し，さらに，0.8Aの交流を流すと洞調律に回復することを
発見して，最初の電気的な除細動の報告をしている。[47]

以来，1世紀以上経った現在ででも，生命に重大に関わる心室細動発症のメカニズムは，残念ながら
未解明のために，幾つかの仮説が提案されている。[48]

そこで，現在，代表的な 2つの仮説とされている，（1）スパイラルリエントリー仮説，(2)マーザー
ローター仮説を取り上げてみることにする。

(1) スパイラルリエントリー仮説
Spiral waveは心臓特有の現象ではなく，不応期をもつ非線形振動に一般的に見られる現象で，媒質

内に伝導遅延などの局所的な不均質な領域があると発生することが知られている。また，均質な媒質で
も，2つの連続した刺激を与えることで Spiral waveを発生させることができる。すなわち，第 1の刺
激（S1）を与えて興奮波を発生させ，そこ興奮波の不応期に第 2の刺激（S2）を与えると，不応期によ
る伝導ブロックが生じて Spiral waveが発生する。つまり，S2によって生じた興奮波の一部が S1によ
る不応領域によって伝搬を妨げられ，興奮波に特異点ができることで Spiral waveが発生する。この方
法は一般に「S1-S2法」と呼ばれている [49]。
スパイラルリエントリーの機序を文献 [47]より引用して図 A1に掲げた。
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図 A1: スパイラルリエントリー発生の模式図

伝導速度（CV）は，CV = C V0 −D/R（ここで，D は細胞内抵抗係数，R は曲率半径を表す）の
関係があるので，同図の上段は，曲率と伝導速度の関係を示し，CV < CV0 のとき，波面は凸となり，
CV＝ CV0 のとき，波面は平坦となり CV＞ CV0 のとき，波面は凹となることを示している。同図の
下段は，最初，刺激 S1によって脱分極が生じ，次に，その興奮波の不応期に直角な方向からの刺激 S2

によって別の波面が生じ，更に，波面が捻られて特異点（興奮波の前面と後面が交差する点）図 A1は
の生ずる様子が示されている。
また，スパイラルリエントリーのダイナミックスは定性的に 4つに分けられる。
(i) 安定したスパイラルでは，心電図（ECG）には規則的な心室頻拍（ventricular tachycardia:VT）
が現れ，単形性 VTと呼ばれる。

(ii) 周期的なさまよい運動では，ECGには不規則な Tdp(Torsade de points)が現れ，QRSの軸が
連続して変化するために QRS波形が基線を軸としてねじれ回転する様に周期的に変化する。この
運動は自然に停止し，反復性を示し，ときに心室細動に移行する。

(iii)無秩序なさまよい運動では，ECGには不規則な VTが現れ，多形性 VTと呼ばれる。
(iv)スパイラルの分裂では，渦が複数個発生して ECGには全く規則性の無い心室細動（ventricular

fibrillation:VF）が現れ，波の大きさや形も変動するので，VFと呼ばれている。

(2) マーザーローター仮説
1925年，最初に Lewisによって心室細動の維持に対するマザーローター仮説が提案され，1975年に，

Gurvichに引き継がれた。
2000年から 2002年に，この概念は Jalifeと Pertsovらによって再認識された。彼等は持続が 1分以

内の短い心室細動（VF）は単独な領域に局在するmother rotorと呼ばれる安定な旋回回路によって維
持されると示唆している。この研究では羊およびモルモットの心室から分離した切片の表面上で，この
光学的な記録のパワースペクトラムのピークの変化を確認した。また，彼等は 1分以内の短期間心室細
動（short duration VF:SDVF）がその活動の割合に対応することを明らかにした。更に，SDVF期間
内に記録されたより高いピークの周期の領域は，より速い活性化率を持ち，低いピークの周期を持つ領
域よりも，短い不応期を持つことを証明した。図 A2に，光学的に写像したモルモットの心臓から得ら
れた高い周波数のマザーローターの例を文献 [50]から引用した。
図で，Aは心室細動の心電図。Bは左心室の単一範囲から得られた高い活性化を示す領域別の周波数

分布図。Cは左心室壁前方の時計周りに回転する長時間続くローターのコマ撮り写真である。
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図 A2: モルモットの心臓のマザーローターの例

B 電気的除細動の動作機構
電気的除細動の基本的な成功条件は 2つあり，1つは心室細動が停止すること。2つは新たな心室細

動が誘発されないことである。
重大な条件の 1つである電気的除細動の科学的なメカニズムは不明とされている [47]。心室細動の発

症するメカニズムが不明のために様々仮説が提唱されている段階では，除細動のメカニズムが不明なの
も止むを得ないかもしれないが，現段階では，除細動のメカニズムについても幾つかの仮説が提唱され
ている。

(1) Critical mass 仮説：単一興奮波のリエントリーが臨界数以上の多数個になると心室細動が誘起さ
れるという臨界説によれば，通電によって臨界数よりも減少したときに細動が停止するとする説で
ある。Caを冠動脈に注入する化学的な除細動のメカニズムは 72%評価されている。最近の評価で
は，電気的な除細動に対して 90%以上と評価されている。

(2) Refractory period extension (RPE) 仮説：心筋の不応期に電気的な除細動を行うと，不応期の
終了に近いほど，エネルギーが大きいほど，不応期が延長すると言う仮説である。そして，過分極
終了後の心筋の不応期が延長するために異常興奮が伝わらなくなり，除細動が成功するとしている。

一方，2つ目の条件である，新たな心室細動が誘発されないメカニズについても幾つかの仮説が提唱
されている。

(1) Upper limit of vulnerability 仮説：心室受攻期に心室細動を誘発できる上限があって，それを
ULVと呼ぶと，ULV以上では心室細動を停止できるだけでなく，新たな細動を誘発しない。

(2) Virtual electrodes polarization 仮説：除細動直後の短軸断面の電位分布をみると，心室腔の存
在や，心筋繊維走行により，脱分極領域＝仮想電極が近接して存在する。

C 2相性AEDの優位性
AEDの通電波形は，初期には単相性であったが，最近は改良されて 2相性が主流となった。文献 [47]

から引用してその波形の例を図 C1に示す。
上図で，青色で示された線が電極波形，赤色が膜電位である。図の右が単相性波形，左が 2相性波形

を模擬的に示している。
実際に 2相性波形を発生させる電気回路を同様にして図 C2に示した。
同様に文献 [47]から引用して，Critical mass説による 2相性波形の優位性を示す実例を図 C3に示

した。
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図 C1: AEDの通電波形の比較

図 C2: コンデンサーの充電―放電によって生成された 2相性波形

仮に心臓を誘電体と考えると，単相性波形では心室筋において正に帯電する部分と負に帯電する領域
が生じて，その領域間に電位差が発生し新たな細動の誘発となるが，2相性波形では，図の左に示す通電
波形の前半では，電位は右肩が負であるため心臓の左半分が正に帯電する。一方，図の右に示す通電波
形の後半では，電位は左腋が負であるため心臓の右半分が正に帯電する。つまり，2相性波形では，前
半波で生じた電位差を後半波で解消するので，新たな細動の誘発を抑制しているものと考えられている。
同様に，文献 [47]から引用して，Electro-poration（電気穿孔）仮説による 2相性波形の優位性を示

す模擬図を図 C4に示す。
電気ショックによって，脂質二重層で構成された心筋細胞膜は破壊される。そのとき，細胞内には急

速にカルシュームイオンの流入が生じ，その結果，心室細動を再誘発させることになる。上図の左は単
相性の場合で，小孔が多く形成されるが，上図の右は 2相性の場合で，細胞破壊が少ない。よって，単
相性よりも心室細動の再誘発が少なくなり，除細動エネルギーが低くなると考えられている。
最後に，除細動閾値エネルギーと通電波形の関係についてみると，次のような実験結果が報告されて

いる。文献 [46]から引用した，心室細動持続時間と各通電波形の除細動閾値エネルギーの関係を図 C5

に示す。
上図によれば，心室細動が 10秒間持続した時点での除細動閾値エネルギーをみると，単相性波形で
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図 C3: 帯電荷の相殺による 2相性波形の優位性

図 C4: 電気穿孔仮説による 2相性波形の優位性

図 C5: 心室細動持続時間と各通電波形の除細動閾値エネルギー
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は 131Jであるが，2相性波形では 57Jと，60Jである。また，心室細動が 1分間持続した時点での除細
動閾値エネルギーをみると，単相性波形では 114Jであるが，2相性波形では 71Jと，72Jである。つま
り，心室細動持続時間の長短に関わり無く，2相性波形は単相性波形よりも有意に除細動閾値エネルギー
が低くなっていることがわかる。

—47—




